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Eléments d’analyse vectorielle

1.1 Définitions

Champ de scalaires : application qui a chaque point de I'espace associe un scalaire (i.e. un nombre).
Champ de vecteurs : application qui a chaque point de I'espace associe un vecteur.

Bords de volumes et de surfaces : pour un volume 7, on note 67 la surface délimitant ce volume, orien-
tée vers l'extérieur (on I'appelle aussi bord de 7). De méme, pour une surface orientée (non fermée) .%#,

on note 0.% le contour « faisant le tour » de cette surface; son orientation dépend de celle de la surface
(c’estle bord de ). Un exemple est donné Fig. 1.

1.2 Caractéristiques usuelles des champs

Surface de niveau : pour un champ scalaire f, ensemble de points M tel qu’il existe une constante k
vérifiant f(M) c {k} .

Ligne de champ : pour un champ vectoriel 7{, ligne £ telleque YMe %, _f(M) est colinéaire a 74’ ™M) ,

ot ¢ (M) est le vecteur tangenta £ en M.

1.3 Grandeurs fondamentales associées a un champ de vecteurs

Circulation d’'un champ de vecteurs : sur un contour € orienté, C= f A -dl . Plus précisément, un
€

—

- - 0
contour est une application y : [0,1] — R3 et C =f A(Y () a—Z(s) ds.
0

Flux d’'un champ de vecteurs : a travers une surface . orientée : ¢ = f A -dS . Une définition plus
5%

précise fait intervenir une paramétrisation de la surface.

0

Fig. 1.1 — Surface orientée et son bord.
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Fig. 1.2 — Coordonnées cartésiennes, cylindriques et polaires.

1.4 Repérage d’'un point dans I’espace

Coordonnées cartésiennes : un point M est repéré par ses coordonnées (x,),z) telles que

P —_ —_ —_—
OM = xux+yuy + zu, .

Coordonnées cylindriques : un point M est repéré par ses coordonnées (r,0,z) telles que

OM =ru, +zu, .
Coordonnées sphériques : un point M est repéré par ses coordonnées (1,6, @) telles que OM = ru, .

1.5 Opérateurs fondamentaux

Gradient : grandeur vectorielle associée a un champ scalaire :
— Définition : le gradient du champ scalaire f vérifie

df =grad f-dr 0i1df=f(7+67;)—f(7).

— A dérive d'un potentiel scalaire f si A= grad f .
— Expression du gradient dans les différents systemes de coordonnées :
0 —_— a —_— —_
O o O e O
0x o0y 0z
— of -~ 10f_ 0f_
grad f = —fu - f + f

gr " rof z
_>+1 f_>+ 1 of
— U t——=Ugt+t———U,
or " rog 0 rsinf dp
0
— |l
— Expression avec 'opérateur V = ? gradf=Vf
9z

Rotationnel : grandeur vectorielle associée a un champ vectoriel :

Ax
— Définition : pour un champ A =| Ay |, OtA=VAA.
Az

— Théoréme de Stokes : pour une surface orientée .#, f A-dl= f Tot A -dS . Ce théoreme se
0 &

montre facilement pour des contours et surfaces élémentaires et bien orientés, ce qui s'étend
ensuite naturellement au cas général.

—

— Propriété : on montre aisément que r;:[(grad f ) =0 .Sirot A = 0 surun volume convexe, A

dérive d’'un potentiel scalaire sur ce volume (ce volume sera le plus souvent I'espace tout entier).
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Divergence : grandeur scalaire associée a un champ vectoriel :

PP « . L= = = 0A
— Définition : avec les mémes notations, divA=V:A = 051" + a—yy + 651; .

— Théoréme d’Ostrogradski : pour une surface . fermée, orientée vers I'extérieur et le volume 7,

intérieur a la surface : y{ A-dS= / divA dV . Ce théoreme se montre de la méme maniere
oV 4

que le théoreme de Stokes.
— Propriété : on montre que div (ﬁ A) =0.SidivA = 0 sur un volume convexe, A dérive d'un

potentiel vectoriel sur ce volume.

Laplacien : il est définit pour un champ scalaire f par Af =div (grad f) =V?2 f . En coordonnées car-

o 2 2 2
tésiennes, A = 65? + 2 40

a2t oz Cette derniere expression permet de définir le laplacien pour un champ

vectoriel.

1.6 Formules d’analyse vectorielle

Formule du gradient : cette formule, de méme que les deux formules suivantes, se montre de la méme
maniere que le théoreme de Stokes : f grad fdV = f f ds
4 av

FormuledeKelvin:j{ fd_izf c?é/\ﬁif.
0 &

Formule du rotationnel : f ﬁz dv = ZS’ A Z
14 14
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Notions sommaires d’analyse de Fourier

Théoreme de Fourier : toute fonction T-périodique f a valeurs complexes peut se décomposer sous la
forme : B

+00

f(t) — Z C_neinwt

n=—oo

avec w = ZT” et ¢, € C n-iéme coefficient de Fourier de f. Cette décomposition est appelée développe-
ment en série de Fourier. N
La convergence de la suite de fonctions du deuxieme membre vient de résultats purement mathéma-
tiques : théoréme de Weierstrass (approximation d'une fonction périodique par des polynémes trigono-
métriques) et algebre sur des espaces complexes.

Calcul des coefficients de la décomposition : on montre facilement en utilisant la décomposition de f
dans le calcul de I'intégrale que :

1 to+T

g =— f(t)e—inwtdt
= f L

Décomposition des fonctions réelles : dans le cas ou f est une fonction a valeurs réelles, elle peut se
décomposer sous la forme :

+00
f)=ap+ Z ancosnwt+ b,sinnwt
n=1
ol les coefficients réels a;, et b, sont donnés par :
1 h+T
apg = — (ndt
TJy f
2 n+T
anp=— f(H)cos(nwr)dt
TJy
2 nh+T
[ == f@)sin(nwt)dt
TJy

Formule de Parseval : on montre la relation suivante pour la décomposition ci-dessus d’'une fonction a

valeurs complexes: (|]_c(t)|2> =y |@|2-

Cette propriété vient simplement de I'orthonormalité des fonctions intervenant dans la décomposition.
Pour la décomposition réelle, on a (fz(t)) = ag + %Z;Z‘i (afl + b,21).
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Deuxiéme partie

Mécanique du point et des systemes de
points






3

Cinématique du point

doM

Vitesse : on définit la vitesse d'un point M dans un repére Z par: v = ( 7 ) .
R

Accélération : on définit I'accélération d’'un point M dans un repére Z par: a = (

Expressions dans les différents systémes de coordonnées :
— . —> . — . —
. - V= XUy + YUy + 2,
— coordonnées cartésiennes: — .5 3 .5
a =Xuy+juy+Zu,

— coordonnées cylindriques :

T =iu, +r0ug
a=(F-r0u; + (270 + 1) up

— coordonnées sphériques : U = i, + r0ug + 1 sinﬂifp (il n'y a pas d’expression simple de 'ac-

célération avec ce systeme de coordonnées).
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Dynamique du point matériel dans les
référentiels galiléens

4.1 Fléments cinétiques

Quantité de mouvement (ou impulsion) : on définit la quantité de mouvement d'un point matériel de
masse m et de vitesse v par p =mv (vitesse et quantité de mouvement sont définies dans le méme
référentiel).

Energie cinétique : I'énergie cinétique d’un point matériel est définie par E¢ = %mv2 . On utilise aussi

2
I'expression E¢ = zp—m, ol p est le module de la quantité de mouvement.

4.2 Lois de Newton

Principe fondamental de la dynamique (PFD) : pour un point matériel de quantité de mouvement p

PN . - dp _ = . Lo
soumis a une résultante des forces F, on a d_’Z = F . Pour un point matériel de masse constante on a :

— —_
ma=F .

Principe des actions réciproques : si A et B sont deux points matériels, on note F4_.p 'action de A sur

—

B. On a alors, d’apreés le principe des actions réciproques: Fa_.p+Fp—a= 0 .

Conservation de la quantité de mouvement : pour un systéme isolé de particules (chaque particule
n’est soumise qu’aux actions d’interaction avec les autres particules), on a:

dyi ﬂ Z dﬁc Z Z PR
— =2 = Frk
dr T dt Tz
par application du principe fondamental de la dynamique. Avec le principe des actions réciproques, les

, N ayeor
forces s’annulent deux a deuxetona: % =0 .
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Etude énergétique

5.1 Energie cinétique

Energie cinétique : la définition de I'énergie cinétique a été donnée plus haut : Ec = %mvz.

Puissance d’une force : on définit la puissance P d'une force F appliquée a un point M par Pz = F - v
ol1 ¥ estla vitesse du point M.

Travail d’'une force : on définit le travail élémentaire d'une force (on conserve les notations précédentes)
par o W = Pgdt . Avec la définition de la puissance, on a directement :

§W =F -dOM .

On a alors le travail sous forme intégrale comme somme des travaux élémentaires, entre deux points A et

B—> —_
B: W?,AaBz‘/;‘ F-dl
On remarque qu’il s’agit de la circulation de la force sur la trajectoire du point M.
Théoreme de I'énergie cinétique : pour un point matériel de masse m constante, on a % =
%m a( Z't”) =mv- ‘2—’;. En appliquant le principe fondamental de la dynamique, on a % =7-F,cCest-
dEc

a-dire g = P? .

Attention : F représente la résultante des actions extérieures.
Ce théoréme peut aussi s’écrire sous sa forme intégrale :

ABpEC=WE g -

5.2 Energie potentielle

Force conservative : on dit qu'une force F est conservative si son travail élémentaire peut s’écrire
comme une différentielle, c’est-a-dire s’il existe une fonction Ep telle que

§W+ = F -dOM = —dEp.

—

Cette condition est vérifiée si et seulement sirot F = 0.

Energie potentielle : I'énergie potentielle est définie pour une force conservative F. I/énergie poten-
tielle est alors la fonction Ep caractérisée plus haut (a une constante pres). On a alors, par définition du

gradient : F=- gradEp .

Travail d’une force conservative : avec I'expression de la force en fonction de son énergie potentielle,

sur la trajectoire A — B, on a directement : W-:

Foanp=" A Ep .
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5.3 Energie mécanique

A . P . . ~ . . ~ . . - P P .
Energie mécanique : on considére un point M soumis a I'action conservative F dérivant de I'énergie
=

potentielle Ep et a 'action F' non nécessairement conservative. On définit alors I’énergie mécanique de
Mpar: Ep=Ec+Ep ou Ec est]'énergie cinétique de M.

Théoréme de I'énergie mécanique : on montre facilement que 0Ep =0 WF , c'est-a-dire, sous forme

intégrale :
A Epy=W- .
aog M~ "E a-B
Notamment, si un point matériel est soumis seulement a des actions conservatives, son énergie méca-
nique se conserve.
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Théoreme du moment cinétique

Moment cinétique d’'un point matériel : dans un repere £, on définit le moment cinétique du point
matériel M, de masse m, de vitesse U et de quantité de mouvement P, par rapport au point fixe O par

Lo=OMADp =mOMATD .
On définit aussi le moment cinétique de M par rapport a 'axe A, passant par O et orienté par i, par
La=Lo-u .

Attention : le signe de L dépend du sens du vecteur .

Moment d’une force : le moment de la force F (appliquée au point M) au point O est donné par :

My 7 =OMAF .Onpeutici aussi définir le moment par rapporta un axe: 4, ¢ = MoE - U .

Théoréme du moment cinétique (TMC) : le calcul de %Lta et 'application du principe fondamental de
la dynamique montre directement le théoréme du moment cinétique : % =MyT -

Cette démonstration montre que le TMC n’apporte rien de plus que le PFD : c’est une conséquence du
PFD parfois plus facile a utiliser.
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Changement de référentiel

7.1 Eléments de cinématique du solide

Vecteur rotation : pour caractériser la rotation d'un solide par rapport a un repére ou d'un repére par
rapport a un autre repere, trois informations sont nécessaires : la vitesse de rotation, I'axe et le sens. Ces
trois informations peuvent étre contenues dans un vecteur, respectivement avec sa norme, sa direction

et son sens. Ce vecteur, appelé vecteur rotation, est noté Q.
Son utilisation est trés pratique pour les calculs.

Formule de Varignon : en considérant les projections sur les axes de coordonnées, on montre que,
si O est le vecteur rotation du repére %' par rapport au repére %, pour un vecteur A, ona:

(‘fj—‘?) = (‘fi—’?) + QA A . Cette relation se vérifie facilement pour des rotations simples et s’étend par
R R

changement de repére aux autres rotations.

Cette relation est un autre moyen d’introduire le vecteur rotation : en dérivant les vecteurs de la base du
repere ' dans le repere %, on montre qu'il existe un vecteur tel que la formule ci-dessus soit vérifiée,
ce vecteur est le vecteur rotation.

Relation fondamentale de cinématique du solide : en utilisant la relation précédente et la relation de

Chasles (OB = OA+ AB), on montre que Up—va=QAAB ,ou Q estlevecteur rotation du solide consi-
déré par rapport au repére dans lequel on calcule les vitesses.

7.2 Composition des mouvements

Composition des vitesses : on considére un point matériel dans les repéres % (absolu) et Z’ (relatif),
O et O’ sont les origines respectives de Z et Z'. Q est le vecteur rotation du repére %’ par rapport au

repére %. Lapplication de la définition de la vitesse permet de montrer que v, = v, + Uy oll v, estla
vitesse absolue (dans %), v; est la vitesse relative (dans %) et v, est la vitesse d’entrainement, donnée

par v, =vz(0)+QA0M (ygz(o'):(dg_g’) )
R

Composition des accélérations : en dérivant la formule précédente et en utilisant la formule de Vari-
gnon, on montre que dq = @, + de + de , Ol a, est 'accélération d’entrainement et a, est I'accélération
de Coriolis. Ces accélérations sont données par :

ae_a@(ondﬂ AOM+GAGAOM)

ap = ZQ AT,

Q

On remarque que ;> 49 ne dépend pas du référentiel.
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Dynamique dans les référentiels non galiléens

PFD dans un référentiel non galiléen : on considére un point M de masse constante m dans un réfé-
rentiel non galiléen. En appliquant le principe fondamental de la dynamique a M dans un référentiel
galiléen et en utilisant la composition des accélérations, on montre que 'Z—’t’ = F + Fjp+ F;; ou Fj, et
F;. sont les pseudo-forces (respectivement force d'inertie d’entrainement et force d’inertie de Coriolis).

» g — N — —
Elles sont données par Fj, = —ma, et,de méme, Fj.=-mac .

TMC dans un référentiel non galiléen : de méme, on a

dLo _
ar =AMt om0

Influence de la rotation de la Terre sur le poids : si g est I'accélération de la pensanteur due seulement
alattraction gravitationnelle, alors en un point M, 'accélération tenant compte de la rotation de la Terre

est: g =go+Q?HM , ol H estle projeté orthogonal de M sur I'axe de la Terre et 2 la vitesse de rotation
de la Terre sur elle-méme.
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Systeme de deux points matériels

9.1 FEléments cinétiques du systéme

Systéme étudié : on considere le systeme . = {(M;, my), (M>, m)} dans le référentiel Z d’origine O.

Centre de masse (ou centre d’inertie) : c’est le barycentre des points du systéeme pondérés par leur
masse, il est noté G :

— —
% _ mOM;+myOM;
0G = my+mp .

Quantité de mouvement totale : en utilisant la définition de la quantité de mouvement, on obtient :

P =p1+p2=(mi+m)vg .

Référentiel barycentrique, théorémes de Koenig : on note Z* le référentiel barycentrique, d’origine G,
obtenu par translation du référentiel Z. On note * les grandeurs relatives au référentiel barycentrique.
On montre alors les propriétés suivantes :

— Py = 0.

— Le moment cinétique barycentrique du systéme . est indépendant du point choisi pour
'exprimer et on le note simplement L%,. On a alors facilement le théoréme de Kcenig :
Loyy=L;+(m1+m2)OGAv_{; .

— On a enfin le théoréeme de Keenig pour I'énergie cinétique :

Ecy :Eéy+%(m1 +mp) V7 .
9.2 Dynamique d’un systeme de deux points matériels

Théoréme de la quantité de mouvement : siles deux points sont soumis a la méme force extérieure Fy;,
on a de maniere évidente

dpy dvg _
%=(ml+m2)d_tc=Fext‘

Théoréeme du moment cinétique : comme le moment en O des forces intérieures est nul, on a:

—_—

dLO'y
ar Mo,ext = OM1 A Fextj1 + OMa A Fexyra

Energie mécanique du systéme : on a, par définition,
Ems = Ec + Epint + Epext

et la variation d’énergie mécanique est égale au travail des forces non conservatives : dEp;.o =0Whnc -
Souvent, les forces intérieures étudiées sont conservatives.
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Systeme isolé de deux particules

10.1 Probléme a deux corps, mobile fictif
et masse réduite

Mobile fictif et masse réduite : on ramene I'étude des mouvements des deux points dans le référentiel
barycentrique a 'étude du mouvement du mobile fictif M défini par sa position 7 = GM = M; M, et

_dr

—ui. Onnote U = 4.

sa masse, appelée masse réduite du systeme: Q= L

Moment cinétique dans le référentiel barycentrique : on montre que L%, = TAUT .
- s e pls Lex . . . o 1.2
Energie cinétique dans le référentiel barycentrique : de méme ona E(, o = MV

Interprétation : L7, et E;. , sont considérés comme les éléments cinétiques du mobile réduit. On a
aussi montré que I'étude du mouvement du mobile réduit suffisait a déterminer les mouvements des
deux points matériels.

10.2 Mouvement du mobile réduit :
mouvement a force centrale

Définition : un point M dans le référentiel Z# est soumis a une force centrale f quand en tout point,
f=rong .

Conséquences, constante des aires : en reprenant les notations du paragraphe précédent, pour un point

matériel M soumis a une force centrale, % = 0, il apparait une constante, appelée constante des

aires: C =T AU =r’0 k .On observe alors que le mouvement est plan (orthogonal a k), d’ot1 I'utili-
sation des coordonnées polaires.

Vitesse aréolaire : la constante des aires peut étre reliée a 'aire A (ty, f,) balayée par le vecteur 7 entre
. - 1= — 1A c e . . P

les instants t; et tr : A(f1, ) = tlz % radr = ftlz % Cdt= % = A(A?). Laire balayée ne dépend que

de l'intervalle de temps At = , — #1. On relie ainsi la constante des aires a I'aire balayée par r par unité

.dA _C
de temps : 775 = 5 -

Formules de Binet : en introduisant u = 1/r, en utilisant les expressions de la vitesse et de ’accélération
en coordonnées polaires et la norme de la constante des aires C = r?6 on montre la formule de Binet

2
pour la vitesse : v% = C? [(%) + u?

et la formule de Binet pour I'accélération :

— 2 —
a :—Czuz(%+u)ur .

Etude par Pénergie : on montre simplement que si la force centrale dérive d’une énergie potentielle de
la forme Ep(r), alors I'énergie mécanique peut s’exprimer sous la forme

Epr = 31ui? + Ep 1)
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avec Ep (1) = % e Ep(r) . On en vient ainsi a une étude par I'énergie d’'un probléme monodimen-
e M2 p g p

sionnel en ayant seulement a considérer le graphe de Ep g(r).
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Particules en interaction newtonienne

11.1 Définition et énergie potentielle

Définition de I'interaction newtonienne : on dit que 'action f exercée sur le point matériel M repéré

, . . . = k — N
par ses coordonnées polaires dans le plan est newtonienne si elle est de la forme f =&-5u, ,ouce

{—1,1} et k > 0 est une constante du probleme.

Energie potentielle associée : on montre simplement que I'énergie potentielle associée a une action
newtonienne est

Ep(r) = E’f .
11.2 Trajectoires pour une interaction newtonienne

Equation dela trajectoire : en appliquant la relation fondamentale de la dynamique a M dans le référen-
tiel Z et en utilisant la formule de Binet pour I'accélération, on montre que u = 1/r satisfait I'équation
dz _ k _ ”CZ . » . _
G Tu= —€nc En posant p == , la solution s’exprime sous la forme r =
Cette équation est I’équation polaire d'une conique, les constantes p, e et 6y étant déterminées par les
conditions initiales. La trajectoire est une hyperbole si e > 1, une parabole sie = 1, uneellipsesi0 < e <1

etun cercle si e =0.

[
—e+ecos(0—0p) *

Expression del’énergie : on montre que I'énergie s’exprime de maniere générale Ejps = ﬁ (e’ ~1) .Dans
le cas d’'une trajectoire elliptique, elle vaut Ejs = —%, ol a est le demi grand axe de 'ellipse.

Loi des aires pour une trajectoire elliptique : en notant T la période de rotation, la troisieme loi de
Kepler donne
8 k

Amlp °

R
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Oscillateurs

12.1 Oscillateur harmonique

Définition : un oscillateur harmonique est un systeme dont la variable caractéristique u (scalaire ou

d*u

vectorielle) vérifie I'équation différentielle ==

+ w% u =0, ou wg est la pulsation caractéristique du sys-

teme.

Isochronisme des oscillations : un oscillateur a variable caractéristique scalaire oscille avec une période
To = (277; . Cerésultat se généralise aux oscillateurs a variable caractéristique vectorielle composante par

composante, on retrouve la méme période.

Portrait de phase : le portrait de phase est le tracé de la courbe paramétrée (u(t), %(t)) dans le plan,

pour u variable scalaire.
Pour un oscillateur harmonique, en notant U I'amplitude des oscillations, le portrait de phase est donné
par I'équation

du \2
(%)2 + (U’ZO) =1 :latrajectoire de phase est elliptique.
Energie mécanique : pour un oscillateur mécanique, on remarque qu’il y a conservation de 1'énergie
mécanique.

12.2 Oscillateur amorti

Equation : un oscillateur amorti par frottement fluide aura une équation de la forme

d*u

wo du wo
dr? :

+toar T w%u =0, oll wg est la pulsation et Q le facteur de qualité. On peut aussi poser 1 = 20

Equation caractéristique : 'équation différentielle régissant I'oscillateur amorti s'étudie a partir de son
équation caractéristique : r> + % r+ w% = 0. Le discriminant vaut alors : A = 4a)% (ﬁ - 1). On distingue
alors trois cas :
— si A >0:lerégime est apériodique, le systeme écarté de sa position d’équilibre va y revenir sans
oscillations.
— si A =0:lerégime est apériodique critique, le systeme est a la limite des oscillations lorsqu'il est
écarté de sa position d’équilibre.
— si A <0:lerégime est oscillatoire amorti, le systeme écarté de sa position d’équilibre va y revenir
en passant par des oscillations d’amplitude décroissante et tendant vers 0.

Décrément logarithmique : si T est la pseudo-période dans le cas d'un régime oscillatoire amorti (on a

21 - ), on introduit le décrément logarithmique 8 = %ln(ﬂ) , pour t quelconque et n

-1 u(t+nTy)
wo 4Q2

entier quelconque.
Un calcul simple a partir de la forme des solutions montre que § =

iciT=

/3

Q13

Portrait de phase : pour un oscillateur amorti, la trajectoire de phase converge vers |'origine du repere,
en spirale dans le cas d'un régime oscillatoire amorti.

. Pour un facteur de qualité

trés grand, on a alors § = %



36 12 - Oscillateurs

Energie mécanique : pour un oscillateur mécanique, on montre par le calcul que 1'énergie mécanique
est décroissante.
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Théorie cinétique du gaz parfait
13.1 Théorie cinétique

Densité particulaire : on définit en tout point la densité particulaire par n* = Z—I‘\,’ ol dN estle nombre

de particules dans le volume élémentaire d V.

Quantité de mouvement d’ensemble : pour un ensemble de particules, on définit sa quantité de mou-
vement par :

Prot=X;miv; = (X;m;)ve .

Cette expression définit aussi la vitesse d’ensemble v, de I'ensemble de particules, c’est la moyenne mas-
sique des vitesses de cet ensemble.

Energie cinétique : I'énergie cinétique d’'un systéme de particules matérielles est I'énergie cinétique
totale : E¢ = %Z i mj vf. Généralisons ce qui a été vu pour deux particules (cf. Systeme de deux points
matériels) en décomposant cette énergie cinétique a I’aide des grandeurs barycentriques des particules:
apres développement,

1 1 — 2
EC=EZmivé+EZmiv;‘2+ZmivG~v;‘.
i i i

OrY; mjvG-v; = vg- % (Zi ml-GM,-) = 0 par définition du barycentre.
On obtient donc la décomposition Ec= Ecmacrot+ ECmicro avec:

— 1'énergie cinétique macroscopique : Ec macro = % (Xim;) vé , C'est 'énergie du mouvement d’en-
semble du systéme.
y 2 e e . . . X _1 %2 , ). . y . . .

— Vénergie cinétique microscopique: Ecmicro = 5 i MiV; - , c'est’énergie de I'agitation interne du
systeme.

Vitesse quadratique moyenne : la vitesse quadratique moyenne u est définie par u’= (v?) . Sitoutes les

articules ont la méme masse m, si ec est 'énergie cinétique d’une particule, (ec)=1 mu?
2

Pression cinétique : on définit la pression cinétique P telle qu’en tout endroit de la paroi (méme fictive),

l'action dF exercée par le fluide sur la paroi soit dF = PdS o dS est le vecteur surface de la surface
élémentaire de paroi.

Pour effectuer le calcul, on suppose qu'une particule peut aller dans une des trois directions possibles
et dans un des deux sens possibles, a une vitesse u. Le nombre de particules frappant I'’élément de sur-
face dS de la paroi pendant dt est %n* udSdt. Chaque particule communique une quantité de mou-
vement 2mu (toutes les particules ont la méme masse) et donc la quantité de mouvement commu-
niquée a la paroi pendant dt est dp = %n*muzdet et comme dp = dFdt, on obtient finalement
P=1in*mu?=2%n"(ec) .

Température : pour un gaz parfait monoatomique, la température est définie par T = %k—

1,3810723JK ! est la constante de Boltzman.
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Fig. 13.1 — Théorie cinétique du gaz parfait.

13.2 Equations macroscopiques

Equation d’état : du paragraphe précédent on déduit

e 3kT 3P
e = — = - —
¢ T oy

et donc sile gaz est uniformément réparti (n* = cte), on al’équation d’état du gaz parfait: PV = nRT ou
n=Vn*/.N, (avec A, = 6,02 x 10°> mol~! nombre d’Avogadro : nombre d’atomes dans 12g de carbone
12) et R=ANkp (constante des gaz parfaits). Numériquement, R = 8, 314JK 'mol L.

Energie interne du gaz parfait : elle est définie comme 1'énergie cinétique microscopique du gaz :
U= N(ec)=3nRT .
On remarque que si M est la masse molaire du gaz (M = m.#/}), on a I'expression de la vitesse quadra-

: ; ; 4 . — . /3RT
tique moyenne des particules en fonction de la température : u =/ 2.
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Gazréels

14.1 Modéele de Van der Waals

Equation d’état de Van der Waals : le modele de Van der Waals apporte des termes correctifs 2 1'équation
d’état du gaz parfait pour tenir compte du volume occupé par les particules (correction du volume) et

2
des interactions entre les particules (correction de la pression) : (P + %) (V—nb) =nRT .

Energie interne du gaz de Van der Waals : on admet |'expression de 1'énergie interne Uy du gaz de

nza

Van der Waals en fonction de I'énergie interne Ugp du gaz parfait : Uygw = Ugp— 5.
14.2 Coefficients thermoélastiques

Coefficient de dilatation isobare : a = % (6_‘;)13 .

Coefficient de compressibilité isotherme : y7 = —% (g—g) ;-

Cas du gaz parfait : dans le cas du gaz parfait, 'équation d’état donne directement: a =1/T et y7 = 1/P.
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15
Statique des fluides

15.1 Pression statique dans un fluide

Action volumique : une action volumique est définie par le champ f;,, pour un fluide soumis a une
action volumique, tout volume dV de fluide est soumis a la force dF = f,dV .

Isotropie de la press10n en 1solant un tétraedre élémentaire (cf. Fig. 1), et en écrivant qu'il est a I'équi-
libre, on adeSx+Pdey+PzdSz+PdSABc =0 eten projetant sur les axes, on obtient Py = P, = P,(= P).

Action de contact : comme nous l'avons vu plus haut, tout fluide dans lequel il régne une pression P

exerce sur un élément de surface dS une action de contact: dF = PdS .

Equivalent volumique des forces de pression : on considere un fluide dans lequel la pression n’est pas
constante, essayons de déterminer 'action volumique équivalente aux variations de pression. On isole
un cylindre élémentaire d’axe Ox, de rayon dr et de hauteur dx (cf. Fig. 1). La résultante des forces de
pression selon u, est alors dF, = (P(x) — P(x + dx))dS = ——dV En faisant le méme calcul pour dFy et

dF,, il vient directement 'équivalent fp=—gradP .

15.2 Eléments de statique des fluides

Principe fondamental de la statique des fluides : en appliquant le principe fondamental de la dyna-

— D — —
mique a une particule de fluide soumise a ’action volumique f,, ona gradP = f, .

Statique des fluides dans un champ de pesanteur : si la seule action volumique est ’action de la pesan-

teur p'g (p estla masse volumique du fluide), la pression s’exprime % =-pg .

Modele d’atmospheére isotherme : en appliquant la relation trouvée précédemment et I'équation d’état

. , N — g N
des gaz parfaits, en supposant 'atmosphére isotherme on a P(z) = P(0)e” RT , ou M est la masse mo-
laire de Iair.

15.3 Statique des fluides indilatables, incompressibles dans un
champ de pesanteur uniforme

Phase condensée : un fluide est sous phase condensée s’il est incompressible et indilatable : @ = 0 et
x1 = 0. Dans ces conditions, p = cte.

Théoréme de Pascal : toute variation de pression au sein d'un fluide incompressible a 1’équilibre est
intégralement transmise en tout point du fluide. Cela vient du fait que la pression ne dépend que de
I'altitude dans le fluide (P(z) = P(0) — pgz) donc une variation de pression en un point quelconque se
répartit partout dans le fluide.

Poussée d’Archimede : pour un solide de volume V totalement immergé dans un fluide de masse volu-
mique p, la résultante des forces de pression sur le solide est :

T:’:_j( p}é:—f @(P)dV:f prgdV=—psVyg
£ 4 4



44 15 - Statique des fluides

Fig. 15.1 —Isotropie de la pression et équivalent volumique.

en utilisant le théoréme du gradient (cf. Eléments d’analyse vectorielle) puis le principe fondamental de
la statique des fluides. Le signe vient de I'orientation des surfaces. On a donc I'expression de la poussée

d’Archiméde exercée sur le solide : TI = — PFf Vg .
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Premier principe de la thermodynamique

16.1 Premier principe

Energies d’un systéme : pour un systéme thermodynamique, on définit les énergies suivantes :

— 1énergieinterne: U = Ec pmicro+ EPint 00 EC micro €5t1'énergie cinétique microscopique (cf. Théo-
rie cinétique du gaz parfait) et Ep;,, est 'énergie potentielle intérieure, provenant des interac-
tions entre particules.

— I’énergie mécanique macroscopique :

En = Ecmacro + EPext

ol E¢ acr0 €St'énergie cinétique macroscopique et Ep,; est'énergie potentielle extérieure, pro-
venant d'un éventuel champ de forces extérieur.
— 1'énergie totale est la somme des énergies précédentes :

E=U+Ey .

Premier principe de la thermodynamique : il traduit que I'énergie totale est conservative : pour tout
systeme, pour toute évolution, AE=W +Q . W est le travail mécanique recu par le systeme et Q est
I'énergie regue sous forme de transfert thermique.

— Pour un systéme macroscopiquement au repos, le premier principe devient AU =W +Q .

— On utilise aussi I’écriture sous forme différentielle :

dU=6W+46Q .

Travail mécanique : le travail mécanique W est le travail des forces de pression. On montre que si
le systeme est le gaz situé dans un piston, le travail mécanique élémentaire 6W a pour expression

OW = —PgdV , o1 dV estlavariation de volume du systeéme.

Evolution quasi-statique, mécaniquement réversible (QS, MR) : dans ce cas, a tout instant le systéme
est en équilibre avec le milieu extérieur donc nécessairement, P = Pgy; .

16.2 Enthalpie, capacités calorifiques

Enthalpie : on définit 'enthalpie H d'un systéme par H=U+PV .

Capacités calorifiques : on définit les capacités calorifiques a volume constant et a pression constante

respectivement par Cy = (g—g)v et Cp= (g-?)P .

On utilise aussi souvent les capacités calorifiques molaires
cy=Cyl/netcp=Cpl/n.

Cas des évolutions élémentaires (QS, MR) : on a alors immédiatement avec ce qui précede
dU=-PdV+6Q et dH=VdP+6Q .

— Pour une évolution isochore (dV =0) : AU = Qy.
— Pour une évolution isobare (dP =0) : AH = Qp.



46 16 — Premier principe de la thermodynamique

16.3 Cas du gaz parfait

Coefficient y : on introduit souvent le coefficient y pour un gaz parfait par y = E—“; .

Lois de Joule : pour les gaz parfaits :
— premieére loi de Joule : 'énergie interne ne dépend que de la température: dU =CydT .

— deuxiéme loi de Joule : I'enthalpie ne dépend que de la température: dH = CpdT .

Relation de Mayer : pour un gaz parfait, H=U + PV =U + nRT. Donc en dérivant par rapport a T avec
les lois de Joule, on a la relation de Mayer: cp—cy =R .

- R — YR
Onadonccy = 71 etep =50

Valeurs de vy : la théorie cinétique des gaz donne pour un gaz parfait monoatomique y = % Pour un gaz

parfait diatomique, y = %
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Second principe de la thermodynamique

17.1 Entropie et second principe

Second principe de la thermodynamique : pour tout systeme il existe une fonction d’état S appelée
entropie telle que si pour une évolution sans échange de matiére du systeme AS=S.+S; ou S, est

I'entropie recue par échange thermique et S est 'entropie créée, S, =0 .
Avec les notations différentiellesona dS=6S,+6S; avec S, = 0.

Entropie échangée : pour un systéeme monophasé divariant, on peut écrire : dU = (%—g) v as+ (g—g)s av;
on définit alors les
température et pression thermodynamiques telles que

dU = Ty,dS — Py,dV (ce qui fixe la dimension de S). Alors si le systéme est thermiquement isolé
et si I'évolution est réversible (dS = 0), on a avec le premier principe dU = —P;,dV = —PdV, d’ou
P[h = P.

Si la transformation est isochore réversible, dU = Ty,dS = 6Qyey. On admet alors que Ty, = T, ce qui
donne dS, = 570 .

Identités thermodynamiques : on a directement d’apres ce qui précede dU = TdS—PdV , et d’apres

la définition de I'enthalpie, dH =TdS+ VdP .

Cas du gaz parfait : a premiére identité thermodynamique donne dS = % +
d’état du gaz parfait, la premiere loi de Joule et la relation de Mayer : dS = 2= nRS-.

Lois de Laplace : pour un gaz parfait, pour une évolution isentropique (dS = 0), avec la relation pré-

cédente on a directement TVY~! = cre. En utilisant 'équation d’état du gaz parfait, PVY =cte et
TYP7Y = cte.

Détente de Joule Gay-Lussac : (cf. Fig. 1) a £ = 0, on ouvre le robinet et a 1’état final, le gaz occupe le
volume V4 + Vg ; 'enceinte est calorifugée. En considérant le systeme constitué du gaz, de 'enceinte et
du vide, on a d’apres le premier principe, AU =0 :I'évolution est isoénergétique. D’apres la premiere

identité thermodynamique dans le cas du gaz parfait, on a AS = nRIn (1 + %)

Détente de Joule-Thomson (ou Joule-Kelvin) : I'enceinte est calorifugée, le gaz s’écoule sous 'effet du
gradient de pression. Le systeme étudié est le gaz situé dans le volume A; A, B, B a |’état initial et dans
C1CyDy Dy al'état final. La variation d’énergie interne est AU = Ug — U; = U — U ; et d’apres le premier
principe, AU = W = P, V] — P, V5, il en résulte donc que AH =0 :I'évolution est isenthalpique. D’apres

la deuxieme identité thermodynamique, on a AS = nRIn (i—;).

17.2 Machines thermiques

Définition : on appelle machine thermique un dispositif dans lequel une fluide X subit une transforma-
tion cyclique permettant une conversion d’énergie. Le systéme est en contact avec plusieurs sources de
chaleur (de température T; et fournissant au systeme la chaleur Q; par cycle) et recoit a chaque cycle le
travail W.

Une machine ditherme comporte deux sources de chaleur.

Bilan énergétique : comme !'énergie interne est une fonction d’état, au cours dun cycle,
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B
T
Vg
Py >P, paroi poreuse
|
Ay Q C / Ay G
B1i oA Dy By % Ds

Fig. 17.1 - Détentes de Joule Gay-Lussac et Joule-Thomson.

P T
w>0
%4

Fig. 17.2 — Représentation de cycles de Carnot.

Q>0

o

AU=W+Y;Q;=0.

Bilan entropique : comme 'entropie est une fonction d’état, au cours d'un cycle, AS=S.+) ; % =0.
1
D’apres le second principe, on a l'inégalité de Clausius: Y ; %’ =<0.

Efficacité : on définit 'efficacité e d'une machine thermique par le rapport entre la grandeur valorisable
et la grandeur cofiteuse. Linégalité de Clausius donne e < ec ol ec est l'efficacité de Carnot, qui est
I'efficacité maximale de la machine (obtenue si le cycle est réversible).

Attention aux signes des grandeurs énergétiques dans les inégalités!

Exemple du moteur ditherme : le systeme est le gaz dans le piston, il recoit Q¢ de 'essence pendant la
combustion (Q¢ = 0), Qr de l'air en se refroidissant (Qr < 0) et le travail W du piston (W < 0). Lefficacité
de cette machine est e = %, et d’apres le bilan énergétique e =1 + Q. D’apres I'inégalité de Clausius

0 . " Qc
QrF o _Ir =1-Ir
0c < o donce<ec=1 o

Représentation des cycles : (cf. Fig. 2) on peut représenter le cycle décrit par le systéme sur un dia-
gramme de Clapeyron (P, V) et sur un diagramme (7, S). L'aire du cycle en coordonnées (P, V) donne
le travail mécanique recu par le systeme au cours d'un cycle et I'aire du cycle en coordonnées (T, S)
donne I'énergie thermique recue par le systéme au cours d'un cycle (cela s’obtient avec W = —PdV et
6Q=TdSsidS;=0:cycle de Carnot).

Attention au sens de parcours!
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Etude d’un corps pur sous deux phases

18.1 Equilibre d’un corps pur sous deux phases

Définitions : un corps pur existe sous trois phases différentes : solide, liquide, vapeur. Des molécules de
ce corps pur peuvent passer d'une phase a I'autre, on parle alors de changement d’état ou de transition
de phase, cela conduit a des équilibres entre les différentes phases (cf. Fig. 1).

Variance : la reégle de Gibbs donne immédiatement, pour les équilibres de transition de phase :

— pour un systéme monophasé : 7' = 2.
— pour un systeme diphasé : 7 = 1.
— pour un systeme triphasé: 7 = 0.

Titre : pour décrire I'état d’équilibre d'un corps pur sous deux phases 1 et 2, on utilise le titre défini

pour la phase i par: x; = 'zl’ = % , ou y; estla grandeur relative au corps pur dans la phase i et y estla

grandeur relative au corps pur dans 'ensemble du systéme.

Diagramme (P, T) : (cf. Fig. 2) on représente sur ce diagramme en coordonnées (P, T) les domaines
d’existence des phases, séparées par les courbes représentant les équilibres. On distingue :
— le point triple T : c’est seul point ol les trois phases peuvent coexister
— le point critique C : au-dela de ce point, en pression ou en température, on ne peut distinguer les
phases liquide et vapeur, on parle alors d’état fluide. Dans cet état, les propriétés physiques des
deux phases sont les mémes.

L'eau est un cas particulier : pour 'eau la pente de la courbe d’équilibre H, O, = H»O(;) est négative.

Diagramme (P, v) (diagramme de Clapeyron) : un point du diagramme précédent représente un état
du systéme si ce point ne correspond a aucun équilibre; si ce point correspond a un état d’équilibre, il
peut représenter une infinité d’états du systéme : le volume massique v peut varier. On utilise donc le
diagramme (P, v) pour représenter ces différents états.

On s’intéresse ici au diagramme représentant I'équilibre liquide-vapeur. On représente :

— la courbe d’ébullition et la courbe de rosée : elles signalent respectivement I'apparition de la pre-
miere bulle de vapeur et la disparition de la derniére goutte de liquide (pour une évolution L—V).
La réunion de ces deux courbes est la courbe de vaporisation.

— les courbes d’évolution isotherme du systéme, on remarque que le changement d’état se fait a
pression constante : c’est la pression de vapeur saturante I1(T), qui ne dépend que de la tempéra-
ture.

— le point critique C est le point limite de transition de phase : au-dela de T¢ la transition de phase
n’est plus perceptible.

On peut exprimer le Volume du mélange diphasé en M

_ b LM
v=xpLvL + xyvy etd aprés le graphe, x; = v V et xy = Fr-

Sohde fusion L1qu1de

solidification
vaporisation
blimati condensation
sublimation liquéfaction

Vapeur

Fig. 18.1 — Phases d'un corps pur et transistions de phase.
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Fig. 18.2 — Diagramme (P, T) pour les états d'un corps pur.

P

courbe d’ébullition

(T - - - -

Fig. 18.3 — Diagramme de Clapeyron pour I'équilibre liquide-vapeur.

18.2 Fonctions d’état d'un corps pur sous deux phases

Expressions des fonctions d’état massiques : pour un systéme, si Y est une fonction d’état extensive, on
définit la fonction d’état massique associée par y = Y /m ou m est la masse du systéme. Pour un systeme
constitué d’un corps pur en équilibre sous deux phases, en reprenant les notations utilisées pour le titre
on a, comme Y est extensive, my =myy1 + mpy. etdonc y=x1y1 + x2)2 .

Fonctions d’état massiques de transition de phase : pour la fonction d’état Y, on définit la fonction
d’état massique de transition de phase 1 — 2 par y1-.2(7) = y2(T) — y1(T) . Ces grandeurs sont celles a
la température T et sous la pression IT(7).

Enthalpie de transition de phase : une transition de phase a température constante est isobare et donc
AH = Qp (cf. Premier principe de la thermodynamique) donc h;_»(T) = q , o g = Q/m. On appelle
hy_., la chaleur latente massique de changement d’état et on la note souvent /;_.».

Relation entre entropie et enthalpie de transition de phase : pour une transition de phase a tempéra-
ture constante, la pression est constante ; d’apres la deuxieme identité thermodynamique d H = TdS, et

donc par intégration, hj_ = Ts;—7 .

Diagramme (T, s) : ce diagramme est similaire au diagramme de Clapeyron : on y représente les courbes
de rosée et d’ébullition et les courbes d’évolution isobare du systéme.

Les changements d’état se font ici a température constante. On obtient le méme type de relation pour
les titres et les entropies massiques.

18.3 Formule de Clapeyron

Egalité des enthalpies massiques libres : en notant 72; la masse de corps pur dans la phase 1, et m; la
masse de corps pur dans la phase 2, 'enthalpie libre du systéme est donnée par G = m; g; + mzg>. Un
déplacement d’'un état d’équilibre a I'autre est une évolution isotherme, isobare, donc, d’apres ce qui a
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été vu au chapitre Principes de la thermodynamique, potentiels, on a dG = 0. Si la masse dm passe de
létat1al’état2, ona dG = dm(gz — g1). On en déduit donc I'égalité g =g .

On remarque que si, dans certaines conditions, on a g; # g2, I'expression de dG en fonction de la diffé-
rence g» — g1 donne le sens d’évolution du systeme.

Formule de Clapeyron : utilisons lidentité thermodynamique dg; = vidP — s1dT, que
l'on applique aussi a g». Légalité g = g» vue précédemment donne par soustraction
(v2—v1)dP = (s2—s1)dT.Onreconnait'entropie de changement d’état: s, —s; = 11%2 (d’apres ce qui pré-
cede, en notant /1., = hj_»). On obtient finalement la formule de Clapeyron Lj_y = T(v2 — v1) (%) .
eq

Cette formule permet de déterminer la pente de la courbe d’équilibre entre deux états sur le diagramme
(P, T). Notamment, cela explique le cas de I'eau : si 1 désigne I’eau liquide et 2 1a glace, on a /1., <0 et,
cas particulier de 'eau, v, > v, la pente de la courbe est donc négative.
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Phénomenes de transfert

19.1 Diffusion de particules

Mise en évidence expérimentale : dans un milieu, la concentration en une espéce donnée tend a s'uni-
formiser, ce qui met en évidence la diffusion de particules.

Cadre de I'étude : on se place en I'absence de convection : un repére galiléen peut étre lié au repéere dans
lequel les particules évoluent.

Flux de particules : on note 7= Z—I‘\,’ la densité particulaire d'une espece donnée, c’est le nombre de

particules de cette espéce par unité de volume. Si 7 estla vitesse d’ensemble de ces particules, on définit

le vecteur densité de courant de particules par jp=nv .

On montre que le flux de particules a travers une surface dS est donné par d¢ = ‘Z—Iy =jp-ds.

Loi de Fick : cette loi d’origine expérimentale donne le courant de particules en fonction du gradient de

la densité : j_1; =—Dgradn . D > 0 est le coefficient de diffusion ou diffusivité du milieu support.

Equation de la diffusion : on considére un milieu dans lequel se produit un phénomeéne de diffusion
et o un nombre o de particules est créé par unité de temps et de volume. On isole dans ce milieu un
élément de volume dV, et on effectue un bilan de particules entre les i%stants tett+dt:
n
AN =N(t+dt)— N(t)= (n(t+dt)—n(1))dV = Edth.
D’autre part,

AN = _yf jp-dSdt+odvdt=—divipdVdt+odVdt
as

On a donc %—’Z = —divjp + o et avec la loi de Fick,

on _
W—DAH+0’ .

19.2 Diffusion thermique

Différents modes de transfert thermique : I'énergie thermique peut se transmettre de différentes fa-
cons:

— par conduction thermique ou diffusion thermique : ce transfert vient des chocs entre particules
qui peuvent se transmettre de 'énergie cinétique, et donc de I'énergie thermique (cf. Théorie
cinétique du gaz parfait). Ce mode de transfert constitue ’objet de cette partie.

— par convection thermique : dans ce cas, il y a déplacement macroscopique de matiére.

— par rayonnement : un corps chaud émet naturellement un rayonnement électromagnétique qui
peut véhiculer de I'énergie.

Flux thermique : en un point donné d'un milieu siege d'un phénomene de diffusion thermique, 1'ap-
plication qui a un vecteur surface élémentaire dS associe I'énergie thermique qui traverse cette surface
par unité de temps, est une forme linéaire. Il existe donc un vecteur j, tel que pour tout vecteur surface

élémentaire cTS, dpg = z;_? = ]—ﬂ; s ; b, estici le flux thermique.

Loi de Fourier : on al’analogue delaloide Fick: jg;=—«xgradT ol k > 0 estla conductivité thermique
du matériau. Cette loi permet de retrouver les propriétés attendues.
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Equation de la diffusion thermique ou de la chaleur : on isole, de méme que pour la diffusion de par-
ticules, un volume élémentaire et on exprime la variation d’enthalpie pour ce volume (on se place a
pression constante). Si ¢ est la capacité calorifique massique du milieu et si p est la masse volumique,
alorsentre tett+dt,dH=pdVedT = pcd V%—?ci t. Et en exprimant la variation d’enthalpie en fonction

des causes, on a, de méme que pour la diffusion de particules, d H = —divj—[;;d Vdt+odVdt, ouo est,de

méme, un terme de source. Avec la loi de Fourier, on a alors I'équation de la chaleur : pc% =xkAT+o0 .

Résistance thermique : on considere un milieu pouvant étre le siege d'un phénomene de diffusion ther-
mique. Ce milieu met en contact deux milieux 1 et 2 maintenus aux températures respectives T; et T».
Alors en régime permanent, si le milieu considéré recoit le flux thermique ¢,; du milieu 1 et ¢4, du

N

-1 oil

Pin

milieu 2, on a ¢ 1 + Py, = 0. On définit alors la résistance thermique de ce milieu par Ry, =
|penl = Pen1| = 1Pyl

Propriétés de larésistance thermique : comme en électricité, on montre de maniere élémentaire que les
résistances thermiques s’ajoutent en série (les différences de température s’ajoutent) et que les inverses
des résistances s’ajoutent en parallele (les flux s’ajoutent).

Résistance thermique d’'un barreau : un considére un barreau de longueur /, de section S, d'un maté-
riau de conductivité thermique x. On détermine alors facilement la valeur de sa résistance thermique :

Rﬂ’l = %é .
19.3 Compléments

Section efficace : on considere une molécule assimilée a une sphere de diametre d, qui se déplace dans
un gaz a une vitesse moyenne v . Les autres molécules avec lesquelles cette molécule subit des chocs
sont supposées immobiles et sont assimilées a des spheres de méme diametre d. On note 7z la densité
particulaire du milieu. Le nombre de molécules subissant un choc avec la molécule considérée pen-
dant At est donné par le nombre de molécules dont le centre est a I'intérieur d'un cylindre de section

o =7nd? : cestla section efficace de la molécule.

Libre parcours moyen : d’apres ce qui précede, le nombre de chocs avec la molécule considérée pendant

la durée At est vAt x 0 x n. La durée moyenne entre deux chocs est alors 7 = ﬁ et la distance moyenne
1

parcourue entre deux chocs, ou libre parcours moyen, est: [=vt = .
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Electrostatique

20.1 Champs et potentiel électrostatique

Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle : on considére une charge g ponctuelle placée a

—_ !
l'origine du repere. La force électrostatique exercée sur une charge ¢’ placée en M est F = ﬁ % uom
ol uoy désigne le vecteur unitaire 2 et o = 8,85 x 10712 Fm ™! estla permittivité du vide. Cette expres-
1 4957

sion conduit a définir le champ électrostatique créé par la charge g: E(7) = Treg 72 Ur -

La force exercée sur la charge g’ placée en M(7) s’exprime alors T = q E(?).

14

Inegr > O @

Potentiel associé : on remarque quen définissant le champ scalaire V(7)=
E=- grad V . On dit alors que le champ E dérive du potentiel scalaire V.

Distribution de charges ponctuelles, principe de superposition : pour une distribution de charges
ponctuelles gy, le potentiel et le champ électrostatique créés sont donnés par le principe de su-
perposition : si deux distributions 2, et &, créent respectivement les potentiels V7 et V5, la distri-
bution 2, + 9, crée le potentiel V; + V5. Le potentiel et le champ électrostatique créés sont donc :

L 4k
ViM)=) ———
() T 4meg O M
= qk
EM=Y ——1u
e  4meg O M? OcM
Distribution continue de charges : on note p(M) la densité volumique de

charges au point M (le volume élémentaire dV contenant le point M porte
la charge p(M)dV), le potentiel et le champ électrostatique créés sont alors
1 pP)dV

%4 = e
(M) peg dmeg PM

- 1° p(PYAV .
Ton=| —P24¥
(M) fpeg ameq PMZ PM

Lintégration se fait sur tout I'espace (&).
Cette formule peut étre facilement adaptée aux distributions linéiques et surfaciques de charges.

20.2 Propriétés du champ électrostatique

Invariance du champ électrostatique : le champ électrostatique posseéde toutes les propriétés d’'inva-
riance de la distribution de charges qui I'’engendre.

Circulation du champ électrostatique : sur le contour % allant du point A au point B, la circulation
du champ électrique vaut C = ﬁgE dl= V(A)—V(B) d’apres la définition du gradient et parce que

E=- grad V.
Sur un contour fermé, la circulation du champ électrostatique est nulle : on dit que le champ électrosta-
tique est a circulation conservative.

N

Flux du champ créé par une charge ponctuelle a travers une surface : on consideére

une charge g ponctuelle placée a lorigine du repére et une surface . orientée. Alors
le flux du champ électrique créé par la charge g a travers la surface orientée vaut
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P1=p2
avi=dv,
@ pdn

plan de symétrie de 2

R 024V,

Fig. 20.1 — Propriété de symétrie du champ électrostatique.

_— — Q
¢:f E-as$=-1
7 4meg
ol Q est'angle solide sous lequel est vue la surface .# depuis le point o1 est placée la charge, il vaut par
s
définition Q= f o
¥ T

Théoréme de Gauss : on considere une surface fermée .# orientée vers I'extérieur. On note Q la charge
comprise dans le volume délimité par la surface .. L'angle solide sous lequel est vue une surface fermée
depuis un point situé a l'intérieur de la surface est 47 (ceci se calcule aisément pour une sphere, et
I'angle ne dépend pas de la forme de la surface), et cet angle est nul quand elle est vue depuis un point
extérieur (les éléments de surface s’annulent deux a deux en étant sur le méme cOne partant du point
considéré). Ces résultats et le principe de superposition montrent que le flux du champ électrique créé
Q

par 'ensemble des charges de 'espace est ¢ = 0
Propriétés de symétrie du champ électrostatique : on considere une distribution de charges 2 créant
un champ électrostatique E.Onaalors les propriétés suivantes :
— sila distribution 2 admet un plan de symétrie, le champ E esten tout point de ce plan colinéaire
a ce plan. Ceci se démontre avec la formule donnant le champ électrostatique a partir du champ
de charge volumique p(7), en groupant les éléments de volume deux par deux (par symétrie par
rapport au plan, cf. Fig. 1).
— siladistribution 2 admet un plan d’antisymétrie, le champ E esten tout point de ce plan ortho-
gonal a ce plan. Cette formule se montre de la méme maniere.
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Analogies avec 'interaction gravitationnelle

21.1 Analogies

Constantes, grandeurs : on peut faire les analogie suivantes, en partant de ’analogie entre les interac-
tions électrostatique et gravitationnelle :

Cas électrostatique H Cas gravitationnel ‘

charge g masse m
1
4meg G

Champ et potentiel engendrés : pour une charge g située a I'origine du repere et son analogue, on a:

E(T)= gt | A=-Ghur
V() = g 7 o(1)=-G7

Théoreme de Gauss : avec les notations utilisées plus haut, en notant ¢ le flux du champ considéré et M
la masse analogue de la charge Q,

¢p=2 || p=-47GM

21.2 Aspect énergétique

Energie potentielle d’'une charge dans un champ électrostatique extérieur : calculons
le travail de la force électrostatique pour un déplacement élémentaire d'une charge g
W =F-dl = qf . 67;, et en considérant que le champ électrostatique dérive du potentiel V, on
obtient:

OW =—-qdV =-d(qV).

Ceci conduit & introduire I'énergie électrostatique de la charge g situéeen 7 : E=qV(T) .

Energie potentielle d'un systéme de deux charges : cette énergie correspond simplement a 1'énergie

1 9492
47'[{;‘0 M1 Mz

d'une charge dans le potentiel créé par 'autre : E = ol les charges q; et g» sont placées

respectivement en M) et Mj.

Energie électrostatique volumique : on se contente ici d’introduire cette énergie volumique due a la

. . . - E? . . . . il
présence d'un champ électrique E : w, = g"T . Lexpression de cette énergie sera justifiée plus tard.
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Dipole électrostatique

22.1 Définition et champ créé

Définition : on appelle dipdle électrostatique 'ensemble des deux charges ponctuelles {(P, g), (N, —qg)}.

Moment dipolaire : un dipole électrostatique est caractérisé par son moment dipolaire

P =qNP = qOP + (—q)ON , ot1 O est le milieu de [NP].

Potentiel créé par le dipdle : en sommant les potentiels des charges ponctuelles et se placant a grande
distance du dipole (a = NP < r), on détermine le potentiel créé par le dipole :

— —

>y _ _1 pu _ 1
V(r)_4ﬂ80 r2 7 A4meg 13

sl
<

Champ électrostatique créé : en utilisant I'expression du potentiel et la relation E=- grad V en coor-
donées polaires avec r =OMet0 = (p, T):

1 2pcosf — 1 psinf —
4meg 13 " 4mey 3 Ug |

On peut montrer cette autre expression du champ en calculant le gradient directement (sans passer en

. —_ e 3_)._» —_
coordonnées) : E (7') = — = (r—p3 e )

Diagramme électrique : on détermine a I'aide des expressions du potentiel et du champ électrique les
équations :

— d'une ligne équipotentielle : 7> = Acos@ ,

— d’une ligne de champ : r = Asin®@ .

22.2 Aspect énergétique

Energie propre : 'énergie propre est I'énergie potentielle d’interaction des charges du dipole :
q2

E, =

" 4mega

Dipole dans un champ extérieur uniforme : on a I'expression de I'action résultante sur le dipdle :
F =0 etlemomentexercésurle dipoleest m=pAE .

L'énergie potentielle du dipble plongé dans E estalors

—

Ep=-p-E

22.3 Notion de dipole en chimie

La notion de dipéle s’étend a des distributions diverses de charges, ce qui permet son application en
chimie :
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Ensemble de charges Distributions continues
ponctuelles
Q=Xiqi Q=fyp(P)dV
SiQ#0, V(M) = % (pour a < r)
SiQZO,. _ ?:ZiinAi ?pr(P)O_P)dV
on définit p : v
Sip#0, V(M)=ﬁ% (pour a < r)
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Milieux conducteurs

23.1 Milieux conducteurs

Mouvement d’excitation thermique : dans un milieux conducteur au repos, les porteurs de charges

mobiles ont un mouvement d’excitation thermique au sein du métal, tel que (U = 0 (cette moyenne
est aussi une moyenne sur ’ensemble des porteurs mobiles de charges).

Courant, vecteur densité de courant : quand le mouvement d’ensemble v, ={(V)des porteurs de charge
devient non nul, il y a apparition d'un courant. On définit le vecteur densité de courant en un point par

7 =Y, p;v; oules différents types de porteurs de charges (électrons, cations, ...) sont indicés par i, v;
étant la vitesse moyenne des porteurs de charge i et p; étant la charge volumique de ces porteurs de
charge.

On montre que la charge d g traversant I’élément de surface orienté ds pendant I'intervalle de temps d ¢
estdqg= 7-675611‘.

Courant a travers une surface . : on définit le courant a travers une surface . orientée par
I= f 7-ds
S
23.2 Loi dOhm

Modele de métal : on modélise le comportement d'un métal de la maniére suivante :
— seuls les électrons sont mobiles, ils sont répartis uniformément (de densité n,).
— on néglige I'action du poids sur les électrons, on néglige aussi toute interaction entre les élec-
trons. On note g = —e leur charge.

Déduction de la loi d’Ohm : on se place dans le cadre de I'électrostatique : le champ E est constant, de
plus, on suppose qu'il varie peu sur une distance de I'ordre du libre parcours moyen des électrons. En
appliquant le principe fondamental de la dynamique a un électron, c’est-a-dire m% =g E, onobtient :
7= %(t — t;) + Vg;, ol ¢; est la date de la derniére collision et v, la vitesse de I’électron juste apres la
collision (que I'’on supposera aléatoire ici).

En se plagant a ¢ fixé et en effectuant une moyenne sur 'ensemble des électrons, on obtient (V) = %
ol 7 = (¢ —t;) estla durée caractéristique du libre parcours dans le métal.

Alors il suffit d’écrire la définition de 7 :

T,

- — NG T
J = neqwy="1
m
En posant y = ne:r’lzt ,on alaloi dOhm dans un métal : 7 =}/E .

N
Puissance de la force exercée sur les porteurs : en écrivant la puissance de la force exercée par E sur
chaque électron, on trouve que la puissance fournie aux porteurs de charge par unité de volume est :

‘Zl—%,a = j - E . Cette puissance est dissipée par effet Joule.

Pour un conducteur ohmique, cette puissance vaut 22 = RI? oi1 R est la résistance du conducteur oh-
mique, définie par le rapport de la différence de potentiel sur I'intensité qui le traverse.
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Cas d’un électrolyte : pour un type d’ions i, on a la méme relation que précédemment pour leur vitesse

d’ensemble (notée v;) : v; = %E En introduisant leur mobilité u; = ‘% ,ona u; =¢g;ui E avec
1 1

€; €{—1,1} selon le signe de la charge de l'ion.

Alors j = Y;pivi = Yi(ciciziNaleD(eiu) E = YE, o y=X;cizidi avec A;=piF =puiNalel la

conductivité molaire ionique relative a I'ion i (c; est la concentration et z; le nombre de charge de I'ion

i).

Entre deux électrodes de surface S séparées de /, la conductance est alors G=1/R = y% .
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Magnétostatique

24.1 Lechamp magnétostatique

Existence du champ magnétostatique : les observations ont conduit a introduire le champ magnéto-
statique, engendré par des courants et vérifiant certaines propriétés que nous allons voir. Ce champ est,
comme le champ électrostatique, un champ vectoriel; il est noté B.

Loi de Biot et Savart : cette loi donne le champ magnétostatique a partir de
la distribution de courants dans l'espace. Dans le cas dune distribution conti-

—

nue de courants, donnée par le champ j(7), la loi de Biot et Savart donne

= Ho v A
Bap=to | J2ZiteM
(M) 471'];)5(? I)M2

oll py = 4m x 1077 USI est la perméabilité du vide. Cette expression est applicable aux distributions
surfaciques et linéiques de courants (champ créé par une spire parcourue par un courant par exemple).

24.2 Propriétés du champ magnétostatique

Invariance du champ magnétostatique : comme le champ électrostatique, le champ magnétostatique
possede toutes les propriétés d'invariance de la distribution de courants quil’engendre.

Propriétés de symétrie : on considére une distribution de courants 2 engendrant un champ magnéto-
statique B. Laloi de Biot et Savart permet de montrer les propriétés suivantes (comme pour le champ
électrique) :
— siladistribution 2 admet un plan de symétrie, le champ B esten tout point de ce plan orthogonal
a ce plan.
— si la distribution 2 admet un plan d’antisymétrie, le champ B est en tout point de ce plan coli-
néaire a ce plan.

Principe de superposition : ce principe est le méme que pour le champ électrostatique : pour avoir le
champ créé par la « somme » de deux distributions de courants, il suffit de sommer le champ créé par
chaque distribution.

Théoréme d’Ampere : on considere un contour fermé et orienté . D’apres le théoreme d’Ampere,

f B -dl = poleniacs
€

ol I,,14c6 €St 'intensité du courant traversant une surface reposant sur le contour 6 et orientée d’apres
l'orientation de 6 avec la regle du « tire-bouchon ».

Contrairement au champ électrostatique, le champ magnétostatique n’est pas a circulation conserva-
tive : il n'existe donc pas de potentiel scalaire pour le champ magnétostatique.

Flux du champ magnétostatique : pour une surface fermée et orientée &, on a

fﬁ-d_ézo
4

On dit que le champ magnétostatique est a flux conservatif.
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Mouvement d’'une particule dans un champ
électromagnétique

25.1 Force de Lorentz, aspect énergétique

Force de Lorentz : on considére une particule de charge g et de vitesse v, placée dans un champ
électromagnétique (E, B). Alors, la force exercée sur cette particule, dite force de Lorentz, s’exprime

Fgo =q(E + v A B) , les valeurs des champs sont prises a I'endroit ot1 est la particule.
Cette expression vient d'observations expérimentales.

Puissance de la force de Lorentz : 1a puissance développée par la force de Lorentz est, d’apres I’expres-

sion de cette force, Po=qv-E .

Conservation de I'énergie mécanique : on introduit I'énergie mécanique de la particule comme somme
de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle électrostatique : E = %mv2 +qV ou m est la masse

de la particule et V le potentiel électrostatique. La puissance de I'action non-conservative du champ
magnétique est nulle, donc, d’apres ce qui a été montré en mécanique du point, 'énergie mécanique se
conserve.

25.2 Mouvement dans un champ magnétique uniforme permanent

. . A . . . . L= q -
Gyropulsation : en gardant les mémes notations, on introduit la gyropulsation: @ =---B .

Cas de vitesse initiale colinéaire au champ : en notant v la vitesse initiale, dans le cas oi1 elle est co-
linéaire au champ E, alors la vitesse est constante et égale a la vitesse initiale (pour démontrer cela ri-
goureusement, il suffit de dire que cette solution est bonne et qu’il y a unicité de la solution : I'équation
est linéaire).

Cas de vitesse initiale orthogonale au champ : on note respectivement les position, vitesse, vitesse ini-
tiale et champ dans un repére orthonormé :

X Uy vo) _, 0
T=|yl7=|vy| =0 B=]|0
z v, 0 B

Les équations vérifiées par les composantes d’apres le principe fondamental de la dynamique sont
alors :

dve _ d’vy _ 2
m=—+ =qBuvy g = 07Uk
dvy _ dz’/y 2 _ 48
m—t =—-qBuy donc T = -0, avec w =
dv, _ dv
m=g; =0 ac =0

On obtient finalement les solutions suivantes :
Dsin(wt)
T (1) =| 2(cos(wt) —1)
0

Vitesse initiale quelconque : on se rameéne a une superposition des deux états précédents, on obtient
alors une trajectoire hélicoidale.
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Equations de Maxwell
26.1 Postulats de I'électromagnétisme

Courant : on définit le vecteur densité de courant j =Y;p;v; et l'intensité du courant a travers une
surface . orientée :

I=| j-dS.
&
Conservation de la charge (équation locale) : un bilan de charge sur le volume élémentaire élémentaire

dV donne directement div j + g—? =0.

Force de Lorentz (postulat) : la force exercée sur une particule de charge g et de vitesse 7 dans un

champ électromagnétique (E, B) vaut F= q (7:: +TA E) .

Equations de Maxwell (postulat) : avec les notations usuelles, les champs électrique E et magnétique
B sont dans le vide solutions des équations :

diVY:: =L ,
€0

rot E = —E P

div§=0,

LB = 10 ] +cotio
rot B = Eolo—— -

Ho J +E€olto ot
1l s’agit respectivement des équations de Maxwell-Gauss, Maxwell-Faraday, Maxwell, Maxwell-Ampere.

Forme intégrale des équations de Maxwell : elles sont obtenues a partir des équations locales en utili-
sant les théorémes de Stokes et d’Ostrogradski. On obtient ainsi le théoreme de Gauss, la conservation
du flux magnétique, la loi de Faraday et le théoréme d’Ampere généralisé.

Potentiels : des équations vérifiées par les champs E et B, on déduit 'existence des potentiels électrique

—

L. —)' —P__)—> —)_ ma— aA
V et magnétique A: B =rotA et E=-gradV -5 .

Jauge de Lorentz : on impose une condition supplémentaire sur les potentiels, appelée jauge de Lorentz:

divz+£0 o %—‘{ = 0. Enrégime permanent, cette condition devient la jauge de Coulomb: divA =0 ; seule
la jauge de Coulomb est au programme.
Avec la condition de jauge de Lorentz, on montre facilement que les potentiels vérifient les équations

suivantes :

_v__p
AV 02— &

—_—— 2 —
ANA-SH=—pgj

Potentiels retardés : on vérifie (apres de longs calculs) que les équations vérifiées par les potentiels ont
pour solutions les potentiels retardés :

1 Pt-EM) gy
e p( .
4meg Jpeg PM

—

~ j(pe-=)av
41 Jpeg PM
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ol ¢ = 1/,/€plip est la vitesse de la lumiere dans le vide. Cela traduit le fait qu'une charge placée en P
ne produit un effet en M qu’aprés PM/c : 'effet de cette charge est retardé (il en est de méme pour les
courants). La propagation du champ électromagnétique n’est pas instantanée, elle se fait a la vitesse de
la lumiere.

26.2 Application aux régimes statiques ou quasi-permanents

Application aI'électrostatique :

— Théoréme de Gauss : il se déduit de I'équation de Maxwell-Gauss avec le théoreme d’Ostrograd-

ski: jg E - c?é—th.
0]

— Existence d'un potentiel électrostatique : en régime statique, rot E = 0, donc il existe un poten-

tiel scalaire V vérifiant E = — gradV .

— Equation de Poisson : l'utilisation du potentiel électrostatique dans la loi de Maxwell-Gauss
donne AV =—plegg .

1
— Loi de Coulomb pour une distributions de charges localisée : V=4 f BdV et
weody T

- 1
E = pr— pzurdV ces solutions respectent toutes les propriétés attendues de symétrie,
TTEQJY T

d’invariance et de conditions aux limites.
Application a la magnétostatique :

— Lefluxde B est conservatif: f B-dS=0 , par intégration de divB =0.
&

— Théoréme d’Ampeére : jg B-di= o leniace » par intégration de la loi de Maxwell-Ampére avec le
3

théoréme de Stokes.

— Le potentiel vecteur A est avec la condition de jauge et 'équation de Maxwell-Ampeére solu-
tionde A A = —u07. On reconnait ici I'équation de Poisson vectorielle, ses solutions sont donc
connues, ce qui permet de retrouver la loi de Biot et Savart en appliquant simplement B =rot A.

Approximation des régimes quasi-permanents : dans un métal, quand la distance caracterlsthue entre
deux points du systéme étudié est faible devant la longueur d’onde des champs E et B, on obtient des
équations simplifiées :

— dans un métal de conductivité y, on a ] = }/E et donc 2 at = —le] —ydivf:: = —%p :la charge
volumique vérifie une équation différentielle qui montre que, si elle est non nulle, elle s’annule
en un temps caractéristique 7 = 8—0 treés court. On obtient div j =0.

— on montre aussi que dans l’equatlon de Maxwell-Ampere, le courant de déplacement 50 est
négligeable devant le courant ] pour des temps caractéristiques d’évolution usuels.

Finalement, il reste :

div7 =
leE p/eo ,
ot E = %t 5
dlvB 0,

Tot B = o ]
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26.3 Energie électromagnétique

Puissance fournie par un champ électromagnétique a des porteurs de charge : en utilisant la définition
de la puissance vue en mécanique et 'expression de la force de Lorentz, la puissance volumique fournie

—_ —

aux porteurs de chargevaut £ = j - E .

EnB

Vecteur de Poynting : ce vecteur est défini par II = , il représente un courant d’énergie (d’apres

I’équation locale de Poynting).
Equation locale de Poynting, énergie électromagnétique volumique : le calcul de la divergence du vec-
teur de Poynting avec les équations de Maxwell et la propriété

—

div(Z/\E):EmF{Z—ZmotE

s _ 0 (B goE? = 7 . . )2 . L. .
donne divIl = -5 (m +=%—|— j - E.Enintroduisant!'énergie électromagnétique volumique (ou den-
Ty . 2 P _ B2 50E2 P . y . A 2
sité d’énergie électromagnétique) Uey, = 2 T2 » cette équation prend la forme d’'un bilan énergé-

s . s T Olem _ _
tique: divIl + =% =-2 .
On remarque dans l'expression de I'énergie électromagnétique volumique une conposante électrique

et une composante magnétique. On a donc démontré I'expression de 'énergie électrique volumique
admise dans Electrostatique.

26.4 Relations de passage

Champ électrique : en utilisant les équations de Maxwell dans des cas limites, on trouve qu’au passage
d’une surface chargée (o), le champ électrique vérifie: E; — E; = % ni—2
ol nj_» estle vecteur unitaire normal a 'interface allant du milieu 1 vers le milieu 2.

Champ magnétique : de méme, au passage d'une nappe de courant (j_';), le champ magnétique vérifie :

— — =>
By =B = o js Ani—2 .
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Induction électromagnétique

27.1 Induction électromagnétique pour un circuit mobile dans un
champ permanent

Changement de référentiel du champ électromagnétique : d’apres 'égalité des forces de Lorentz dans
les différents référentiels, on déduit I'expression du champ électromagnétique (E, B) dans £ en fonc-
tion du champ (Ey, By) dans Z; et de la vitesse relative v de 2 par rapport 2 2 au point considéré :
B =5 _
E=Es+7U AB;s
Cesrelations découlent directement de principes : expression de la force de Laplace et de la composition
galiléenne des vitesses, égalité des forces dans les différents référentiels. Or elles sont clairement fausses :
le champ magnétique dans un repére ol1 un électron est au repos est nul, alors qu’il est non nul dans un
repere ol cet électron est en mouvement! On peut en déduire directement qu'un des trois principes

énoncés est faux : c’est celui de I'addition galiléenne des vitesses, remis en cause a juste titre par la
théorie de la relativité.

Champ induit dans un circuit par son déplacement : la composante du champ dans le circuit qui est

induite par son déplacement, appelée aussi champ électromoteur, vaut E = U A B .

Force électromotrice induite dans un circuit filiforme rigide et mobile dans Z; : obtenue en intégrant
I'équation précédente :

eA—>B=fA_,B(V/\§)'d—Z .

Alorson a V4 — Vg = Raplap — ea—p et pour tout le circuit RT = ﬁg(? /\E)-Ei.

Loi de Faraday : expression de la force électromotrice induite dans tout le circuit: e=— % ol ¢ estle

flux de B atravers une surface orientée reposant sur le circuit.
Cette expression se montre en interprétant le produit mixte dans I’expression de e4—.p comme produit
scalaire du champ magnétique avec une « variation de surface ».

Loi de Lenz : les conséquences des phénomenes d’induction s’opposent aux phénomeénes qui leur ont
donné naissance.

Couplage électromécanique parfait : un bilan de puissance permet d’étudier qualitativement les phé-
nomenes de « modération » : la puissance des forces de Lorentz (dues au courant induit i) exercées sur
le circuit vaut & = —ei .

27.2 Induction électromagnétique pour un circuit fixe dans un
champ variable

Champ électromoteur : les équations de Maxwell donnent :

—

Fe—gadv-24
-8 or’
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le champ électromoteur est alors Ej; = —%—‘? .

On a les mémes relations que pour le premier type d’induction, avec la force électromotrice induite
valant :

_ 04 .77
€A-B _.[A—>B__['dl .

27.3 Induction dans un ensemble de deux circuits filiformes, fermés
et immobiles

Inductance propre d’un circuit filiforme fermé : le flux propre ¢, c’est a dire le flux du champ créé par
le circuit a travers le circuit, s’exprime en fonction de I'inductance propre L du circuit: ¢, = Li .

Coefficient de mutuelle inductance : le flux ¢;_.» du champ magnétique créé par le circuit 1 a travers
le circuit 2 est proportionnel a I'intensité i}, on note M;_., le coefficient de proportionnalité : ¢1_.» =
M, _»i1. De méme, on introduit le coefficient M,_, ;.
On montre, en généralisant un raisonnement sur des circuits élémentaires a partir de la loi de Biot et
Savart (la démonstration n’est pas au programme), que M;_.» = M,_.;. On note ce coefficient M : c’est le
coefficient de mutuelle inductance entre les deux circuits. On a les relations :

{ $p1-2=Mix

$2—1=Mip

27.4 Energie magnétique
Cas de deux circuits fixes : la puissance électrique recue par un ensemble de deux circuits fixes, vaut

avec les notations usuelles,

P=ujiy+uyis

—(L di1+Mdi2)i +(L di2+Mdi1)i
“\Mar T ad ) T \Pae T ad )

d’apres les expressions des champs électromoteurs induits. On a donc P = % (%Ll if + %Lz ig + Mi; ig),
ce qui conduit a introduire I'énergie magnétique stockée par un ensemble de deux circuits fixes par les
phénomenes d’autoinductance et de mutuelle inductance :

_ 17 2 17 2 ;o
Uy = ZLlll + §L212 + Miyiy .
Cette énergie est récupérable, en régime libre notamment.

Le calcul de la puissance ne tient compte que des tensions dues aux phénomenes d’inductance, I'énergie
est donc seulement I'énergie stockée par inductance.



28
Effet Hall

Effet Hall : on considéere un conducteur plongé dans un champ magnétique non colinéaire au courant
(cf. Fig. 1). Alors les porteurs de charge subissent la force de Lorentz et sont ainsi déviés. Il y a donc accu-
mulation de charges d’'un c6té du conducteur jusqu’a ce que la force électrique exercée sur les porteurs
de charge compense la force magnétique. Il apparait ainsi une différence de potentiel dans le conduc-
teur, perpendiculairement au courant.

Application, sonde a effet Hall : on peut ainsi mesurer un champ magnétique en mesurant une simple
différence de potentiel sur un conducteur parcouru par un courant et plongé dans ce champ.
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&l

Fig. 28.1 - Effet Hall.

wl
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Dipole magnétique

Moment magnétique d’un circuit filiforme : on définit le moment magnétique engendré d’un circuit fi-

= = —
liforme orienté € parcouru par un courant i par 4 = i¥ ou.¥ estlevecteur surface du circuit orienté :

e f 7 (P)ds,
&
ol 7 (P) est le vecteur normal a la surface au point P.

Moment magnétique dans le cas général : on définit le moment magnétique d'une distribution de cou-
rants 9 par:

—_ 1 — —
Jl=—f rAjdv
2Ja

—_— — —_ .
Comme pour une surface délimitée par un contour orienté . = % J¢ T Adr, on retrouve I'expression
du moment magnétique d’'un circuit filiforme.

Dipole magnétique : on appelle dipole magnétique toute distribution de courants de moment magné-
tique non nul dont les dimensions sont petites devant la distance a laquelle on étudie le champ magné-
tique.

On remarque que cette définition est analogue a celle du dipéle électrostatique.

Modélisation d'un dipdle magnétique : tout dipdle magnétique peut étre représenté par une spire cir-
culaire de petite dimension parcourue par un courant et de méme moment magnétique.

Champ magnétique créé par un dipole magnétique : par analogie avec le dipole électrostatique (cf.
Dipole électrostatique), le potentiel créé par le dipole est :

Z _ Mo M N Uy
A r?
De méme, par analogie, le champ magnétique créé est :

— 24 cosO _, M sinf _,
B = &— Ur+ & Up
A r3 Ar 13

Action d’'un champ magnétique uniforme sur un dipéle magnétique : de méme, par analogie, F=0

et m=MNB .

Energie potentielle d’interaction d’'un dipéle avec un champ magnétique: Ep=—.#-B .
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Ferromagnétisme et applications

30.1 Matériaux magnétiques

Aimantation : certains matériaux sont constitués de particules possédant des moments magnétiques
qui peuvent étre orientés sous I'action d'un champ magnétique. Alors le moment magnétique moyen

n’est plus nul, on définit le vecteur aimantation par M= ”(%{ .

Excitation magnétique : 'aimantation devient une source de champ magnétique, ce qui entraine une
modification des équations de Maxwell. On introduit pour cela le vecteur excitation magnétique H tel

que E =p0(ﬁ+ﬁ) .

Equations de Maxwell généralisées : on généralise alors les équations de Maxwell aux milieux magné-

divE:ﬁ,
0]
ﬁg_ 0B
_or’
divB =0,
tiques: rotH—7+£0

or
Dans le cadre de ’ARQP la derniére équation se simplifie en rotH = j .
Ces équations s'intégrent de la méme maniére que les équations dans le vide (cf. Equations de Maxwell).

Relations de passage : on conserve la relation de passage du champ électrique. Celle du champ ma-
gnethue est légérement modifiée : divB = 0 donne la contlnulte des composantes normales de B et
ot H = j donne la relation sur les composantes tangentielles : HT1 HTz = js All1oa.

Relations constitutives du milieu : on étudie ici la relation entre M et H dans trois types de milieux :
— milieu diamagnétique : M est induit par H selon M = yH ou y est la susceptibilité magnétique
du milieu (y ~ —107%) (~: « est de l'ordre de »). 1l s’agit d'un phénomeéne de modération: y <0.
— milieu paramagnétique: des moments magnétiques permanents orientés aléatoirement existent.

— —
En présence d’excitation magnétique, ils s'orientent et on a encore M = yH (y ~ 1073).

— milieu ferromagnétique : ils peuvent avoir une aimantation importante méme sans excitation
magnétique.

Milieu linéaire : un milieu est linéaire si M = y H, on définit alors la perméabilité u et la perméabilité

relative p, de ce milieu par B= Ho(l+ X)ﬁ = ,uﬁ = pgp,ﬁ

30.2 Matériaux ferromagnétiques

Courbes de premiére aimantation : on place un matériau ferromagnétique désaimanté dans un champ
d’excitation magnétique d’amplitude strictement croissante dans le temps et ’on observe 'aimantation
et le champ magnétique dans le matériau (cf. Fig. 1).

Cycle d’hystérésis : on fait ici varier H entre deux valeurs Hy,qy et — Hjqy (cf. Fig. 2). On distingue :
— lexcitation coercitive H, : valeur positive de H quand M = 0. A H,, le champ magnétique vaut
B= [,t()HC =0.
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pente L, indiscernable

. /
Msatf----------==== -

H H

Fig. 30.1 - Courbes de premiére aimantation.

M
M,

Fig. 30.2 — Cycle d’hystérésis, les fleches représentent le sens de parcours.

— laimantation rémanente M, : valeur positive de M quand H = 0.

Les différents types de ferromagnétiques :
— pour les ferromagnétiques durs, H. > 103 Am™!,
— pour les ferromagnétiques doux, H. <100 Am™!,

Désexcitation d’'un ferromagnétique : en faisant subir a un matériau ferromagnétique des cycles d’hys-
térésis d’amplitude décroissante, on lui fait perdre son aimantation.

30.3 FEtude d’un transformateur, hypothéses de travail

Description : un transformateur comporte (cf. Fig. 3) :
— un noyau torique de matériau ferromagnétique,
— un enroulement de fil conducteur autour du tore, c6té source : le « primaire ».
— un enroulement c6té charge : le « secondaire ».

Convention d’orientation : les sens conventionnels des courants dans le primaire et dans le secondaire
définissent une orientation des spires et donc une orientation des surfaces reposant sur ces spires. Si
les courants entrent conventionnellement du c6té primaire et du c6té secondaire par des bornes homo-
logues, les surfaces reposant sur les spires des deux circuits sont orientées dans le méme sens.

Ceci constitue la définition des bornes homologues. Les bornes homologues sont signalées sur les sché-
mas par un point.

Hypothéses de modélisation :
— on suppose que les champs restent faibles et qu’ainsi le ferromagnétique constituant le tore reste
dans un domaine ot il est linéaire.
— on suppose que les lignes de champ magnétique sont des cercles de méme axe de révolution que
le tore, on suppose de plus que le champ est uniforme dans toute section du tore : B=8B (Hug
(de méme pour les champs M et H).
— on suppose que la résistance des enroulements est nulle.

Schéma équivalent : en appliquant le théoréme d’Ampére sur le contour orienté €, on a2rRH = nyi; +
ny iz, le flux magnétique a travers une spire est donc ¢p = BS = % (ny1i; + naiy). D’apres la loi de Faraday



30.3 - Etude d’un transformateur, hypotheses de travail 81

« primaire » «secondaire »

0

<

i (1) AW

Ly L

Fig. 30.3 - Modele du transformateur.

Fig. 30.4 — Représentation du transformateur parfait.

d A d S S
uy=-e = nld—‘f. De méme uy = ngd—f.Enposant L;= Z’;I—Rn? et M= Z’fT—Rnlng, onadonc:

di di
u (1) =L 5+ M2
di di
up() = MZE + Ly 52
Ces relations nous donnent un schéma équivalent : cf. Fig. 3.

Rapport de transformation des tensions : d’apres ce qui a été vu précédemment, on définit la rapport

Zﬁg = % . Si m > 1, il s'agit d’'un transformateur élévateur de

tension et si m < 1 il s’agit d'un transformateur abaisseur de tension.

de transformation des tensions : m =

Modéle du transformateur parfait : un transformateur est parfait si g — oo. Alors comme ¢ reste fini,

nyi + ngip =0, donc ﬁ% =— # . Un transformateur parfait est représenté Fig. 4.

Un bilan de puissance donne alors un rendement de 1.

Transfert dimpédance par un transformateur parfait : on montre facilement qu'un transformateur
portant une charge d'impédance Z est équivalent vu de 'entrée a une impédance % On peut donc
utiliser un transformateur pour maximiser la puissance dissipée dans une charge : on réalise alors une
adaptation d'impédance.

Probléme de la composante continue : en sortie ouverte, u; = L; %, donc une composante continue
dans la tension peut faire diverger I'intensité.

Isolation galvanique : il n’est pas toujours possible de relier entre elles toutes les masses d'un montage,
I'isolation galvanique consiste a utiliser un transformateur pour séparer les masses (les deux bobinages
du transformateur ne sont pas reliés).
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30.4 Transformateur réel linéaire et pertes

Perméabilité du matériau : on a vu plus haut que

i ZnR(P
nmn+niy=——
us "’
ce qui peut se mettre sous la forme i} — i,, = —mi», oll i, est le terme de courant magnétisant (c’est

un terme de perte). On a alors Lyi;,, = n1¢ : on peut modéliser cette perte en entrée par une bobine
d’inductance L, en parallele avec le transformateur parfait.

Résistance du bobinage : des résistances en série avec le transformateur parfait permettent de tenir
compte des résistances de ses bobinages. Ces pertes sont dites pertes cuivre (les bobinages sont en
cuivre).

Inductances de fuite : le flux total a travers une spire du primaire est en fait ¢ o, = ¢+ ol ¢ s représente
les fuites magnétiques, alors ¢4 = (L1 + 1) i1, ol [; représente 'inductance de fuite a placer en série en
entrée du transformateur pour modéliser les fuites magnétiques du primaire. On modélise de méme les
fuites magnétiques du secondaire par une inductance I,.

Pertes par courants de Foucault : des courants apparaissent dans le noyau par induction (cas de New-
mann). On établit que la puissance dissipée est 2 < f2B2,,,yS? ou f estla fréquence, S est la section et
v est la conductivité. Pour limiter ces pertes on utilise un feuilletage : on remplace un tore de section S
par N tores de section S/ N, alors partie des pertes fer (du matériau ferromagnétique du noyau).

Pertes par hystérésis : en négligeant les pertes par courants de Foucault et en se plagant en sortie ou-
verte, d’apres ce qui a été vu précédemment la puissance instantanée fournie au primaire est :

P()=u (i (1) = nﬁ% X %{ = VH%, ol V estle volume du noyau. Donc (£?) = % fjf HdB, ou A
est le cycle d’hystérésis du matériau, de période T : la perte moyenne volumique par hystérésis est I'aire
du cycle d’hystérésis du matériaux en coordonnées (H, B).

Pour minimiser ces pertes, on utilise un ferromagnétique doux.

Ces pertes font aussi partie des pertes fer.
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Modélisation des circuits, lois de Kirchhoff

Fils électriques : les fils électriques sont modélisés par des fils infiniment fins de résistance nulle. Cette
modélisation ne sera pas utilisée dans certaines démonstrations.

Dipole électrique : un dipole électrique est une boite noire comportant deux bornes pouvant étre reliées
ades fils.

Points remarquables d’un circuit électrique :
— Neceuds : point du circuit relié a plus de deux fils électriques.
— Maille : portion de circuit reliant un point a lui-méme, contenant au moins un dipdle et ne pas-
sant pas deux fois par le méme point.

Intensité du courant dans un fil : on définit I'intensité du courant dans un fil par le flux du vecteur den-
sité de courant dans le fil a travers une section orientée du fil. Cette définition requiert doncI'orientation
du fil.

Tension aux bornes d’un dipdle : la tension aux bornes d'un dipdle est la différence de potentiel élec-
trique entre ses bornes (cf. Equations de Maxwell pour la définition de ce potentiel). Cette définition
requiert une orientation.
Théoriquement, ceci n’est valable qu’en régime permanent, mais I’erreur commise en électricité et élec-
tronique est négligeable.

Loi des nceuds : en régime permanent, en un nceud d’un circuit électrique, I'application de la relation
locale div j = 0 donne, apres intégration sur un volume contenant le nceud et en utilisant le théoréme
d’Ostrogradski, en notant i I'intensité du courant « arrivant » par le fil numéroté k, Y rix =0 .

Loi des mailles : en régime permanent, sur une maille donnée, si I'on indice par k les dipdles de cette
maille et si 'on note uy la différence de potentiel aux bornes du dipole k (les différences de potentiel
étant toutes prises dans le méme sens de parcours de la maille), on a alors ) ;. ug =0 . Cette relation
vient directement de la définition de la tension aux bornes d'un dipole.

La loi des mailles et la loi des nceuds constituent les lois de Kirchhoff.
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Dipoles électrocinétiques

32.1 Généralités

Puissance recue par un dipéle : en notant u la tension aux bornes d’'un dipéle et i 'intensité du courant
qui le traverse, en convention récepteur (en notant A la borne du dipdle par laquelle « entre » le courant
et Bl'autre borne, la convention récepteur définit u = V4 — Vp, cf. Fig. 1), la puissance recue par ce dipdle
est P=ui .

Cette expression de la puissance recue Vlent de l’1ntegrat10n sur le volume du dipole de la puissance
electromagnethue volumique regue : & = ] E (on peut utiliser comme élément de volume dV =
dl- dS ce qui permet d’obtenir une expression proche du résultat admis).

Toutes les expressions données dans ce chapitre seront données en convention récepteur.

Résistance d’un dipdle : en notant u la tension aux bornes d'un dipéle et i I'intensité du courant qui le
traverse, on définit en un point de fonctionnement P caractérisé par le couple (u, i) :

— la résistance statique: Rs= %

— la résistance dynamique: Ry = %

Assemblages de dipdles : il est possible d’assembler des dipoles entre eux pour obtenir de nouveaux
dipodles. On distingue deux manieres d’assembler deux dipoles :
— en série : deux dipbles montés en série ont une borne en commun, les bornes restantes sont les
bornes du nouveau dipole,
— en parallele : deux dipdles montés en paralléle ont deux bornes en commun, ces bornes sont les
bornes du nouveau dipédle.

Les lois des nceuds et des mailles permettent de déterminer la caractéristique du nouveau dipdle en
fonction des caractéristiques des dipdles assemblés.

32.2 Dipoles linéaires

Résistance : on appelle résistance un dipole tel que u = Ri en tout point de la caractéristique de ce
dipole (ensemble des points de fonctionnement) ; ce dip6le est caractérisé par sa résistance R.

Condensateur : dans un condensateur, les deux bornes ne sont pas reliées; en notant g la différence de
charge entre les bornes de ce dipdle, il existe une constance C, la capacité du condensateur, telle que
q =Cu , ou u est la tension aux bornes du condensateur. Or comme l'intensité i traversant ce dipdle

vaut par définition i = d 7, le condensateur est caractérisé par i =C % .

La puissance recue par un condensateur vaut :
du d ( 1 2) aw
=Cu"|=—

P= ':C _— — .
W=y T ar dt

W= %C u? estlénergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur.

D
iA:IB
u

Fig. 32.1 — Convention récepteur.
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Bobine : une bobine est un dipdle pour lequel les effets d’induction sont importants. En notant L
I'inductance propre de la bobine et en utilisant la loi de Faraday donnant la force électromotrice in-
duite dans un circuit en fonction du flux du champ magnétique a travers le circuit, on a, en conservant
les mémes notations, u = L% , relation qui caractérise la bobine.
La puissance regue par une bobine vaut :

d

.. di
P=ui=Li—=—

1L_2)_dw
dr dt

P T

W= %Li2 est | énergie magnétostatique emmagasinée dans la bobine.

32.3 Générateurs idéaux

Générateur idéal de tension : un générateur idéal de tension est un dipole caractérisé par u=—E , ol
E est la force électromotrice du générateur.

Générateur idéal de courant : un générateur idéal de courant est un dipole caractérisé par i=-1 , ou
I estle courant électromoteur du générateur.
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Théoremes généraux

Théoréme de Thévenin et Norton : un réseau dipolaire linéaire, c’est-a-dire un dipdle assemblé a partir
de générateurs de tension et de courant et de résistances peut étre caractérisé par u=Ri—E (généra-

teur de tension) ou i = % — I (générateur de courant), avec E=—RI .

Théoréeme de Millman (loi des nceuds en termes de potentiel) : on considere un point N au potentiel Vyy
relié aux points Ay aux potentiels respectifs Vi par I'intermédiaire des résistances Ry. La loi des nceuds
Vi
Xk le )
Yi g

Vi—Vn
Ry

s’écrit alors )i =0, et on en déduit directement le théoréeme de Millman : Vy =
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Réseaux en régime sinusoidal forcé

34.1 Représentation d’'une grandeur sinusoidale
Signal étudié : on étudie un signal évoluant de maniere sinusoidale dansle temps: a(f) = Acos(wt + ¢)
(A est 'amplitude, w la pulsation et ¢ le déphasage).

Représentation complexe : on introduit le signal complexe a(f) = Ae/®’ avec A= Ae/? .On aalors a

tout instant ¢ a(r) = Re(a(y) .

Dérivation, intégration : pour un signal sinusoidal de pulsation , en représenta-
tion complexe, les opérateurs intégration et dérivation prennent une forme simple
d .
a —Jex
1
fdt—> j_wx

Moyenne temporelle : la moyenne temporelle d'un signal u(¢) périodique de période T est définie par :
®) =+ [T uwdt .

TJt

Cette définition s’applique aussi aux signaux complexes.
Pour un signal sinusoidal de la forme de a(#), on a {(a(¢)) = 0.

Valeur efficace : 1a valeur efficace d'un signal u(t) périodique de période T est définie par :
Ugp=1/ 3 [0 we2dt = Va2 (@) .

Pour un signal de la forme de a(t), on obtient Agg= % .

34.2 Composants linéaires en régime sinusoidal forcé

Impédance complexe d’'un dipdle linéaire : pour un dipdle linéaire, on peut définir I'impédance com-

plexe par Z= % (la grandeur % ne dépend pas du temps). On a alors plus simplement Z = [:1] =
%ej(‘Pu*(ﬂi).
Admittance complexe : I'admittance complexe est définie comme I'inverse de I'impédance: G= % .

Impédance des dipdles linéaires classiques : en utilisant les équivalents aux opérateurs pour des si-
gnaux sinusoidaux, on obtient les impédances des dipdles classiques :

— résistance de résistance R: Z=R ,

— bobine d'inductance L: Z=jLw ,

e C: Z =L
— condensateur de capacité C: Z = Co

On remarque que 'impédance peut dépendre de la pulsation des signaux étudiés.

Association de dipoles : les lois des nceuds et des mailles utilisées avec les notations complexes per-
mettent de calculer facilement les impédances et admittance d’associations de dipdles :
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— ensérie: Zeg=Yi Zg ,

— enparallele: Geg=X Gy -

Puissance moyenne recue : pour un dipole recevant les signaux sinusoidaux de méme pulsation u(f) et
i(#), la puissance instantanée recue est P(#) = u(t)i(t), le calcul de la puissance moyenne montre que :

Py = (P(1)) = YL cos(pu — 9i) = Uggplercos(@u — @)

Avec les notations complexes, la puissance moyenne s’obtient simplement par P, =Re (% ui*) (i*est
le conjugué de i).

Théoréme de Thévenin et de Norton : les générateurs de tension et de courant peuvent générer respec-
tivement des signaux sinusoidaux E(¢) et I(#). Avec des signaux de méme pulsation, en les associant a
des dipoles linéaires, on obtient un réseau dipolaire linéaire auquel on peut appliquer la « forme com-

-1.

plexe » du théoreme de Thévenin et Norton : ce réseau peut étre modélisé par u=Zi—E ou i=

INI[S

Onaencore E=-Z1I.
Ici, les dipdles linéaires considérés peuvent aussi étre des bobines ou des condensateurs. Cette remarque
s’applique aussi au théoréme suivant.

Théoréme de Millman : le théoréme de Millman complexe est 'analogue du théoréme de Millman réel :
Xk %
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Systemes linéaires invariants : généralités

Systeémes étudiés : on étudie ici les systémes recevant un signal e(¢) en entrée et renvoyant un signal s(¢)
en sortie.

Systéme invariant : un systéme est invariant si lorsque I'entrée e(t) entraine la sortie s(¢) (on note e(¢) —
s(1)), I'entrée e(t — 1) entraine la sortie s(t—17) :

(e(t) — s(t) = (e(t—71) — s(t—1)) .

Systéme linéaire : en utilisant les notations précédentes, un systeme est linéaire si

ey (1) — s1(8) . Ae1 (1) + pea(t) — Asy (1) + sz (1)
ez (1) — s2(1) V(A p) € R?

Fonction de transfert d’un systéme linéaire : on considere un systéme linéaire régit par I'équation dif-
férentielle : . .
moodts & dve
L b= 2 av
k=0 @4l k=0 t
On définit alors sa fonction de transfert par :

ﬂ(]w) = Zzzoak(jw)’“ .

La fonction de transfert s’écrit en notation opérationnelle :

i, bep*

D)= T gt -

Réponse d’'un systéme linéaire a une excitation sinusoidale : on considere un systéme linéaire carac-
térisé par la fonction de transfert H(jw) vue plus haut. Alors, pour un signal en entrée e(¢) sinusoidal de

pulsation w, on obtient en sortie un signal s(¢) sinusoidal de méme pulsation tel que H(jw) = % (ceci

se démontre avec les équivalents aux opérateurs différentiels pour des signaux sinusoidaux).

Diagramme de Bode : ce diagramme sert a représenter la réponse d'un systeme li-

néaire a des excitations sinusoidales en fonction de la pulsation des excitations. On note
H(jw) = |H|e/?, le diagramme de Bode est constitué de la représentation des fonctions

{ |Hlgp(w) = 20log(|H(jw)))
p(w)
w étant porté par une échelle logarithmique.
| H|4p est le gain du systéme pour la pulsation w et ¢ est la phase.

Diagramme de Nyquist : ce diagramme est la représentation de 'arc paramétré H(jw) dans le plan
complexe.

Taux de distorsion harmonique : cette grandeur est définie pour un systéme non linéaire qui, recevant
une entrée sinusoidale, renvoie une sortie de méme période non nécessairement sinusoidale. D’apres le
théoreme de Fourier, cette sortie peut se mettre sous la forme s(¢) = ag+ Z}’Cozl aicos(kwt)+ by sin(kwt);
le taux de distorsion harmonique est alors défini par :
2 2
L3, actby

D.H.T. = 10log == i

k=1""k
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Systemes linéaires classiques

36.1 Systémes du premier ordre

Filtre passe-bas : sa fonction de transfert est de la forme :

_ _Ho
E_ 1+jx

avec x = .-, ol w, est la pulsation de coupure. Cette pulsation de coupure est définie dans le cas général
— Ik
Ce filtre est dit passe-bas, car les hautes fréquences sont « coupées » : la fonction de transfert tend vers 0
quand w tend vers +oco.

par |H(jwc)l =

Filtre passe-haut : sa fonction de transfert est de la forme H = Hj

Jjx A _
Trjx €0 reprenant les mémes nota

tions.

36.2 Systemes du second ordre

Filtre passe-bas (exemple) : sa fonction de transfert est de la forme 0+ avecx= wﬂo
Q

__Hy
1-x2+j

Filtre passe-bande (exemple) : sa fonction de transfert est de la forme H = #&_1) ,avec x = ﬁo
X
Il y a résonnance (maximum de |H|) en w = wy : wy est la pulsation de résonnance. Q est le facteur de

qualité.
On peut aussi calculer la largeur Aw de la bande passante, c’est-a-dire 1’écart entre les deux pulsations
de coupure, ce qui donne Aw = % . On remarque que plus le facteur de qualité est grand, plus la bande

passante est étroite.
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Systeme linéaire en régime non sinusoidal

Réponse a un signal périodique : on considére un signal périodique e(?) en entrée que I'on décompose
en série de Fourier : e(f) = Y.;%° Eye’ kot “En utilisant la linéarité du systéme, on obtient le signal de
sortie en étudiant la réponse a chaque composante de la série :

e() =Y} Eef! — s(t) =¥ ;>  H(jlklw)Ege/ !

Réponse en régime libre : on étudie la réponse du systeme avec un signal nul en entrée et un état initial
quelconque : s(0) = sp.

Réponse indicielle (ou réponse a un échelon) : la fonction échelon est la fonction définie par :
0 sit<0
H(p) = .
(2) { 1 sit=0
La réponse a une entrée définie par e(¢) = H(¢) est déterminée par la résolution de 'équation différen-
tielle régissant le systeme.

Réponse a une impulsion : la fonction impulsion est définie par 6(r) = H' (1), ou H(t) est la fonction
échelon. La réponse a une entrée définie par e(t) = §(¢) est étudiée avec I'équation différentielle régis-
sant le systeme.
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Grandes fonctions linéaires

Amplificateur opérationnel (AO) : un amplificateur opérationnel est un composant a trois bornes
«utiles », il est représenté Fig. 1 avec les notations usuelles.

En régime linéaire, la tension de sortie V; vérifie la relation V;+ T% = e avec T constante de temps

2 . I . _ o
dépendant du composant. Cette relation s’écrit en notation complexe Vs = He avec p= yrms.

Ce composant a un défaut non linéaire : 1a saturation, c’est-a-dire —Vgr < Vs < Vg (avec Vg = 15 V).
Il peut aussi y avoir une saturation en intensité en sortie.

Amplificateur opérationnel idéal : 'amplificateur opérationnel idéal est défini par ces conditions :

7=0
p=+o0

Ces conditions ont des conséquences sur les équations régissant I’AO : 7 = 0 donc la réponse est immé-
diate, et on peut distinguer deux régimes de fonctionnement :
— fonctionnement linéaire (I’AO est bouclé sur son entrée négative : la sortie est reliée a 'entrée
négative, éventuellement indirectement, ce qui permet au montage de se stabiliser) : €=0,
— fonctionnement en saturation : comme p est trés grand, si € = 0 ne peut pas étre assuré, on a
nécessairement V= +V,; .

Fonctions linéaires : en utilisant un amplificateur opérationnel en régime linéaire avec des composants
linéaires, il est possible de créer des fonctions linéaires comme la dérivation, 'intégration, la sommation,
etc.

v_’ Vs
AN NSNS AN\

Fig. 38.1 — Amplificateur opérationnel.
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Commande d’un systéme linéaire

Systéme bouclé linéaire : un systeme bouclé est représenté Fig. 1. On a par définitione =e—r. Aet B
représentent les fonctions de transfert de systemes linéaires. La fonction de transfert du systeme bouclé
peut étre aisément déterminée : s = Ae = A(e— Bs), donc s = ﬁe, la fonction de transfert du systéme

A(p)

bouclé est donc H(p) = TTAPBD)

Stabilité d’un systéme bouclé : la stabilité du systeme peut étre déterminée en étudiant les zéros de
1+ A(p)B(p). Ces zéros doivent avoir une partie réelle négative pour que le systéme soit stable, ceci
correspond concretement a une exponentielle négative en réponse a un échelon ou une impulsion.

On étudie la stabilité en régime linéaire d'un montage a AO en utilisant ’équation différentielle vérifiée
par sa tension de sortie.

Montages auto-oscillants : ils utilisent un systéme instable pour produire un signal oscillant sans signal
en entrée.

— T | B

Fig. 39.1 — Systéme bouclé.
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Multiplication des signaux

40.1 Multiplication d’un signal par une tension continue

Le multiplieur : ce composant électronique comporte cinq entrées (X, Xy, Y, Yy, Z) et une sortie
S= %EY_YO) + Z.Onl'utilisera ici dans le cas ot1 S = kX Y. En général k ~0,1V~1.

Multiplication par une tension continue : cette opération est linéaire (le spectre n’est pas modifié).

40.2 Multiplication d’'un signal par lui-méme (détection quadra-
tique)

Cas d’un signal sinusoidal :

2
le signal d’entrée est V; (£) = Vjg cos(wt), le signal de sortie est donc V,(f) = %(1 +cos(2wt)). La repré-

sentation spectrale donne :
kv2
Rt
Vio

|
f / 2f

conséquence de la tension de décalage
La tension de décalage vient du fait qu'en réalité, S= k(X +e;)Y.

Cas d’un signal périodique : en ajoutant un filtre passe-bas apres le multiplicateur dont la fréquence de
coupure est f; < f, on obtient en sortie une tension proportionnelle au carré de la tension efficace du
signal d’entrée.

40.3 Multiplication de deux signaux de pulsations différentes
On étudie la multiplication des signaux V) () = Vigcos(w; t) et Vo (£) = Vg cos(wz t). La sortie est alors :

V3(t) = kV19 Voo cos(wy t) cos(wo t)
_ kVigVo

[cos((w1 +w2) 1) + cos((w1 —w2) )]

On distingue alors deux cas :
— W] = W2 =), W] — W2 = Aw K wy. Par exemple pour f; =1050 Hz et f> = 1000 Hz on obtient :

f
50 Hz 2050 Hz

— w1 K w3, alors V3(1) = kVy9 Vg cos(w £) cos(wz 1) : il y a un terme oscillant et un terme enveloppe.
Par exemple pour f =1kHzet f, =12kHz:
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11 kHz 13 kHz
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Modulation, démodulation

41.1 Généralités

Intérét, radiotransmission : il est impossible d’envoyer directement des ondes sonores entre deux point
éloignés, d’ou1 'envoi sous forme d’ondes électromagnétiques. De plus pour des raisons de qualité (I'air
est un milieu dispersif), il est nécessaire de travailler en hautes fréquences, d’ot1 I'intérét de la modula-
tion des signaux.

Différents types de modulation : il existe différents types de modulation, dans tous les cas le signal utile
est f (1), le signal modulé est s(z) :

— Modulation d’amplitude : s(¢) = f(#) cosRm f t + ¢).

— Modulation de fréquence : s(t) = Acos@r f (1)t + ).

— Modulation de phase : s(f) = Acos2n f,t + f(1)).
On remarque que les deux derniers types sont moins sensibles aux perturbations électromagnétiques
extérieures (orages, etc.) car une modification de I'amplitude ne modifie pas le signal modulé.

41.2 Modulation d’amplitude

Principe, signal modulant sinusoidal : la modulation d’amplitude consiste a multiplier le signal utile,
ou signal modulant (e'(¢) = Ecos(27 f,t) + U) par la porteuse (p(t) = Pcos(2n f, 1)) de fréquence beau-

coup plus importante. Le signal modulé est alors de la forme : s(£) = A(1 + m cos(27 f7, 1)) cos27 f, ) .

m est le taux de modulation, il doit étre inférieur a 1 pour éviter la surmodulation.

Signal modulant quelconque : le signal modulé se met sous la méme forme, I’enveloppe du signal mo-
dulé a donc toujours la forme du signal modulant.

Effet sur le spectre : en décomposant e(t) avec le théoreme de Fourier, on a son spectre, puis en déve-

loppant dans le signal modulé, onale s i~ci:
e(t) s(1)

' h f2 ' fp

Probléeme d’énergie : une partie du signal modulé n’est pas utile pour transporter I'information : sur le
spectre une des deux bandes latérales suffit. Pour réduire la puissance nécessaire, on réalise des trans-
missions BLD (bande latérale double, avec suppression de la porteuse) ou BLU (bande latérale unique) ;
des filtres peuvent étre utilisés pour supprimer les parties inutiles.

Mesure d’'un taux de modulation : il se mesure facilement a partir de 'enveloppe du signal modulé.

41.3 Démodulation d’amplitude

Démodulation par détection synchrone : la démodulation par détection synchrone consiste a multi-
plier le signal transmis s(#) par la porteuse puis a filtrer ce signal avec un filtre passe-bas. Le signal ob-
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tenu est une image du signal modulant. Ce type de détection nécessite de savoir reproduire la pulsation
de la porteuse.

Démodulation par détection quadratique : le principe est de multiplier le signal recu par lui-méme et
de le filtrer avec un filtre passe-bas. Les calculs montrent que les conditions sur la fréquence de coupure
du filtre sont plus contraignantes ici qu’avec la détection synchrone.

Démodulation d’amplitude avec diode : la démodulation consiste seulement ici a isoler I’enveloppe du
signal recu a I'aide d’'un détecteur de créte :
e

signal démodulé s(t)

gy

R=10kQ[ | €(B]—

s(p) _C =4.7nF
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Applications de la multiplication
et de la détection synchrone

42.1 Mesure d’'une valeur efficace vraie

Principe : il s’agit de multiplier le signal a analyser par lui méme, puis de le faire passer dans un filtre
passe-bas de fréquence de coupure inférieure a la pulsation de ce signal et de prendre la racine carrée
du signal continu restant.

Montage :

0 Ny P2
/

42.2 Application de la détection synchrone a la mesure de cos ¢ et
sin ¢ d’un signal
Le signal dont il faut déterminer la phase est v(t) = vocos(w? + ¢).

Détermination de cos ¢ : il suffit de multiplier le signal & analyser par un signal de méme pulsation :
v1 (1) = vipcos(wt) ; puis de filtrer le signal résultant avec un passe-bas. Le signal obtenu finalement est
ve(n) = %kvo V10 COS .

Détermination de sin ¢ : le principe est ici le méme, il suffit de déphaser préalablement le signal v(#) de
—n/2, le signal final est alors ve(t) = %kvo V10 Sin .

42.3 Applications

Mesure de la partie réelle et imaginaire d'une impédance :
— Partieréelle: i(¢) = Ipel®?, u(t) = Zi(t) = | Z|Ihe! 9, alors Vo (t) = —u(t) et Vao(t) = Vagcos(wt +
@) avec Voo = | Z|Iy. Et V1 (£) = Vipcos(wt) avec Vig = Rolp. o
Apres multiplication et filtre passe-bas (montage sans déphaseur) il reste :

2
1 1. Vig
Vyu(t) = —Elengocosqo = _EkR_lgl cos @,
0

ce qui permet d’obtenir | Z| cos ¢.
— Partie imaginaire : on utilise ici le montage avec déphaseur qui donne V;(£) = —Vagsin(wt+¢), ce
qui permet, avec les mémes calculs, d’obtenir | Z]| sin¢.
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Effet Doppler en acoustique :

— Ftude théorique : la source S émet des « bips » sonores (ultrasons) séparés de T, recus par le
réflecteur R se déplagant a vitesse v vers la source. Le bip 1 est recu a une distance d de la source
a t1, le bip 2 a une distance d’ a t,. Le son se déplace a la vitesse c.
Alors d—d' = v(t, — t1). Sile bip 1 est émis a t =0, d = ct; et d' = c(f, — T) ce qui donne, en
introduisant la « période » du signal vue du réflecteur 7' = t,—t; : ¢T~cT' = vT',donc T' = ;& T
etdonc f'=(1+%) f.
Ensuite la méme situation se produit avec le réflecteur et le récepteur, la fréquence recue par ce
dernier est donc " = (1+ %)Zf =(1+2%)f.
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— Montage :
3 cellules photoélectriques
emetteur
f réflecteur
NN\7
m f . / banc a coussin d’air
récepteur i ’ |
/ =
V\/\ 40 kHz vi B )
20V cc GBF 1 \j\’/\,
(R
WO\ X RELEIE
I V, (1) -
voie 1 Ry
Ry =10 kQ Ry
R, =1MQ
— FEtude du montage : apres le récepteur, il y a un amplificateur inverseur : Vy(1) = —g—fvz(t) =

—100V>(?), 'amplificateur opérationnel fonctionne donc en saturation. En décomposant le si-
gnal obtenu en série de Fourier, aprés multiplication et filtre passe-bas il reste :

Va(t) = @COS(ZMW -1
= MCOS(Z(Z%JC) t),

ce qui permet d’atteindre la vitesse du réflecteur en mesurant la fréquence du signal V4(¢).
Mesure d’'une puissance moyenne :

Va(t)=—Roi(1),  VA(1)=Vioe!”" =|Z|e/?i(1),

donc V,(t) = — R?g‘w cos(wt — ¢). Et donc aprés multiplication et passage dans le filtre,

2
Va(t) = - % kRO% €os @ = —kRy V1 11 ofrcOs @ : puissance consommeée dans le dipdle d’'impédance Z.

voie 1, X

i(7)

vl (D Z[]|vi(n)

- RA0N
voie2, Y — Vl(_f)X
Ry =10kQ Vo(t) Y>< V3(2) —\ﬂ(t)
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Conversion électromécanique

43.1 Rappels d’électromagnétisme, compléments

—_ —
Force de Laplace : 1a force exercée par un champ magnétique B sur un « élément de courant» dC vaut

_  —

EF]: =dCAB avec, selon les cas, dC = Idl = ]_';dS= 7dV.

Champ électromoteur : dans le cas de Lorentz de I'induction, le champ induit dans un référentiel de
vitesse U par rapport au référentiel statique dans lequel régne un champ magnétique B constant est le

champ électromoteur: Eyn=UAB .

Conversion électromécanique parfaite : pour un circuit dans lequel une force électromotrice est in-
duite, on a la relation traduisant la conversion électromécanique parfaite, &, + P, =0 ou &, est la
puissance des forces de Laplace s’exercant sur le circuit et &, = ei est la puissance développée par la
force électromotrice induite.

Transducteur électromécanique : on appelle transducteur électromécanique un dipositif pouvant réa-
liser la conversion d’énergie électrique en énergie mécanique et d’énergie mécanique en énergie élec-
trique.

Cas d’'un conducteur linéaire : un conducteur linéaire réalisant la liaison entre deux rails qui lui sont
perpendiculaires et plongé dans un champ magnétique perpendiculaire au plan du dispositif crée, en se
déplacant, un champ électromoteur, et son mouvement est freiné par les forces de Laplace. C’est le dis-
positif le plus simple permettant de mettre en évidence la conversion possible entre énergie électrique
et énergie mécanique, bien qu’il ne soit pas utilisable en pratique.

On remarque en outre que ce systéme peut réaliser la conversion dans les deux sens.

43.2 Machine a courant continu

Machine a une spire tournante, description : cette machine est présentée Fig. 1. Le champ magnétique
créé par le stator ('inducteur, constitué ici d’aimants permanents) est radial : || B|| = cte, et :

— _ | Buy sife]-%,%]
B(r’e)‘{ ~Bu; sife % %]

Aspect mécanique : calculons la résultante des forces de Laplace qui s’exercent sur la spire :

—_

Fi= [ idinB =iRSAB +iTVAE =70
3
La spire est donc soumise a un couple :

- d_. — —
C= Z(Eur A iLBug) =iLdBu,.

On a donc, en norme, C=¢i avec ¢=LdB qui ala dimension d'un flux magnétique : c’est le flux

utile sous un poéle.
La puissance mécanique des forces de Laplace sur la spire est 22, = CQ.

Aspect électrique : il s’agit ici d'induction dans le cas de Lorentz, la force électromotrice induite est
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entrefer, cavité cylindrique

stator, inducteur
ligne neutre: B = 0

cylindre métallique pouvant
tourner autour de (A)

SN
L Uz [N @)
Q
Fig. 43.1 — Machine a une spire tournante.
donc:
ezf TAB- lzf TUAB l+f TV AB-dl
P—Q RS TV

=—-2vBl=-dQBL

On a dong, avec le flux utile défini ci-dessus, e=—¢pQ
On remarque que la loi du couplage électromécanique parfait est vérifiée.

Cas d’'un enroulement, généralisation : pour des problemes d’encombrement, on est amené
a réaliser des enroulements sur le cylindre métallique, alors les forces électromotrices in-
duites et les couples s’additionnent. On généralise alors les lois démontrées plus haut
e=—-KoQ
C=Koi
ol K est un simple coefficient de proportionnalité.

Représentation des machines a courant continu : diverses représentations de machines a courant
continu sont données Fig. 2, fonctionnant en moteur ou en génératice. On distingue deux types de ma-
chines en fonction de la nature de 'inducteur :
— les machines a aimant permanent : un aimant permanent crée le champ radial,
— les machines a circuit inducteur : le champ radial est créé par des bobines. L'excitation (la créa-
tion du champ magnétique par des bobines) peut étre indépendante, en série avec le moteur ou
en parallele.

Limites du modéle : sur un tour, (e) = 0 et (C) = 0 : la machine ne peut donc pas fonctionner. On utilise
un collecteur a balais (cf. Fig. 3) pour inverser le courant dans la spire au niveau de la ligne neutre. On
réalise alors un redressement mécanique de e.

Lutilisation d’'un enroulement permet de plus d’avoir une force électromotrice plus constante : toute les

spires ne franchissent pas la ligne neutre en méme temps, on a alors réalisé un lissage mécanique de e.
Equations électrique et mécanique en fonctionnement : on considere ici le moteur représenté Fig. 2,

avec e = —E'. La loi des mailles donne alors U = Ri — e = Ri + ¢Q. Si on note J le moment d’inertie de
I'arbre du moteur autour de son axe, charge comprise, le théoréme du moment cinétique s’écrit pour le
moteur J ‘2—‘2 = C—-C, =¢i—-C, ou C, estle couple résistant développé par la charge, avec les pertes par
frottement. On peut alors décrire a 'aide de ces deux équations le comportement du moteur, en régime
transitoire comme en régime permanent.

On pourra par exemple considérer des frottements fluides donnant un couple résistant de la forme C, =

ra.
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\ circuit inducteur : ¢ = k'ij;gq

Fig. 43.2 — Représentation de machines a courant continu.

. ligne neutre
1

collecteur, solidaire du rotor  \
balais, solidaires du stator

Fig. 43.3 — Principe du collecteur a balais.
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43.3 Machines alternatives

Action d’'un champ magnétique sur un dipdle magnétique : sur un dipole magnétique de moment

magnétique .#, 'action d'un champ magnétique est donnée par la résultante Fr = 0 et le couple
m=MNAB .
Un moment magnétique peut étre créé par un aimant ou par une spire parcourue par un courant.

Production d’'un champ magnétique tournant : un champ magnétique tournant est de la forme :
BycosQqpt
E =| BypsinQot
0

Ce champ peut par exemple étre créé par un réseau diphasé : on utilise deux bobines d’axes perpendi-
culaires parcourues par des courants en quadrature de phase. On utilise en pratique un réseau triphasé :
le champ tournant est créé par trois bobines faisant des angles de %” parcourues par des courants dé-
phasés de %”

Fonctionnement en machine synchrone : un moment magnétique U est placé dans un champ ma-
gnétique tournant B qui exerce sur lui un couple tendant a I'aligner avec le champ. Comme le champ
est tournant, le moment magnétique va « suivre » le champ dans son mouvement de rotation : on a
alors un fonctionnement en moteur en fixant un arbre sur le moment magnétique. On peut aussi obte-
nir un fonctionnement en générateur en entrainant un moment magnétique en rotation, ce qui crée un
champ magnétique tournant pouvant générer une force électromotrice induite dans des spires (cas de
Newmann).

Avec des grandeurs de la forme :

_ BycosQot . M cos(Qt+06p)
B = | BosinQqt | et A = | A sin(Qt +6g)
0 0

. —_— —
le couple exercé sur .« par B est:

m= N § = 4 Bysin((Qo—Q) t—6) u,. Comme le couple responsable de la mise en rotation du moteur
est (m), on doit avoir Q = Qg et pour avoir un couple positif, f < 0 : le moment magnétique est donc en
retard sur B.

Stabilité d’'une position : on peut étudier la stabilité d'une position en étudiant I'action d'une petite
perturbation sur le point de fonctionnement. Cette perturbation est souvent modélisée par un couple
résistant constant et faible.

Fonctionnement en alternateur : le raisonnement est le méme que pour le fonctionnement en moteur.

Ici, le couple C exercé par le moteur sur I'arbre est négatif, donc le moment magnétique .4 est en avance
>

sur le champ B.
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Conversion électronique statique

44.1 Principes de la conversion électronique

Principe de la conversion électronique : 1a conversion électronique consiste a transférer de la puissance
de I'entrée vers la sortie en utilisant des composants électroniques. Ces composants peuvent étre :

— des interrupteurs (diodes, transistors),

— des éléments de stockage (bobines et condensateurs).

Intérét : les composants utilisés, considérés ici comme idéaux, ne consomment pas de puissance en
moyenne, le transfert se fait donc avec un rendement de 1.

Sources d’entrée et sources de sortie : la conversion s’effectue entre une source d’entrée et une source
de sortie. La source de sortie généralise la charge classique : elle peut comporter, en plus des dipdles
passifs, une source de tension ou de courant.

44.2 Composants utilisés

Sources de tension et de courant : les caractéristiques sont parfaites, elles sont représentées Fig. 1 avec
leurs caractéristiques. Il y a des regles dans l'association de sources : ces régles excluent les circuits
pouvant aboutir a des contradictions (deux sources de tension de forces électromotrices différentes par
exemple).

Interrupteurs : les interrupteurs utilisés sont parfaits (cf. Fig. 2). En pratique, on utilise des interrupteurs

dont I'état dépend du point de fonctionnement ou est commandé. Dans ce dernier cas, les caractéris-

tiques sont tronquées par rapport a celle de I'interrupteur idéal. Les deux interrupteurs utilisés sont :
— ladiode : son blocage et son amorgage sont spontanés et dépendent du point de fonctionnement.
— le transistor : son blocage et son amorc¢age sont commandés par des impulsions sur a et b.

Eléments de stockage : les éléments de stockage utilisés sont les bobines et les condensateurs. Ils servent
d’une part a assurer la continuité du courant pour les bobines et des tensions pour les condensateurs,
et d’autre part a stocker la puissance pour un transfert entre entrée et sortie quand celles-ci ne peuvent
pas étre reliées directement.

Leurs caractéristiques sont connues (cf. Dipdles électrocinétiques). Ces éléments peuvent de plus servir
a lisser des tensions ou des courants pour pouvoir s’approcher des sources parfaites de tension ou de
courant.

E u u

Fig. 44.1 — Sources de tension et de courant.
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Fig. 44.2 — Diode et transistor.

44.3 Structure générale des convertisseurs

Fonctionnement : les convertisseurs fonctionnent de maniere périodique (7). Pour un sens donné de
conversion (certains convertisseurs sont réversibles), un convertisseur a deux modes de fonctionne-
ment différents dépendants de I'état des interrupteurs. Pour ¢ € [0,aT], le convertisseur adopte un
des deux modes de fonctionnement, et il adopte I'autre mode de fonctionnement pour ¢ € [aT, T], ol
a € [0,1] est le rapport cyclique.

L'étude des convertisseurs se fait toujours en régime permanent.

Application du rapport cyclique : on montre que dans un convertisseur, il existe un rapport entre les
grandeurs d’entrée, de sortie, et le rapport cyclique. Le rapport cyclique peut ainsi permettre de régler
les grandeurs de sortie, et donc, par exemple, la vitesse d'un moteur a courant continu.

Convertisseurs directs, convertisseurs a accumulateurs : un convertisseur direct ne contient que des
interrupteurs ; un convertisseur a accumulateurs contient aussi des éléments de stockage.

Convertisseur tension-tension et convertisseur courant-courant : comme deux sources de tension ne
peuvent étre simultanément connectées, il faut utiliser un élément de stockage. Cet élément devra subir
des discontinuités de tension, il ne peut donc pas s’agir d'un condensateur : une bobine est utilisée.

Au contraire, il faudra utiliser un condensateur dans un convertisseur courant-courant.

Choix des fonctions de commutation : en pratique, on étudie d’abord un convertisseur en utilisant des
interrupteurs classiques. Ensuite, quand les signes des courants et des tensions ont été déterminés, on
peut choisir les fonctions de commutation (diode ou transistor). Il doit y avoir au moins un interrupteur
commandé et on essaie avec ce critére d’employer le moins d’interrupteurs commandés possible.
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Matériaux a structure discontinue
et a structure continue

45.1 Chaine infinie d’oscillateurs

Représentation d’'une chaine d’atomes : une chaine infinie d’atomes est représentée par une succession
infinie de masses m reliées par des ressorts de constante de raideur k et de longueur a vide d.

Equation d’oscillation : 1'évolution de I'élongation u,, (abscisse par rapport a I'abscisse au repos) est
2

donnée par I'équation : mddtuz" =k(Up_1+ uns1 —2uy) .

45.2 Approximation des milieux continus

Définition : on suppose que 'onde qui se propage sur la chaine est périodique dans le temps (de période
T) etdans’espace (de longueur d’'onde A) ; dans ce cas, si d < A, on peut se placer dans I’approximation
des milieux continus : les distances entre les masses deviennent des distances élémentaires.

Equation de d’Alembert unidimensionnelle : on considére maintenant I’élongation u comme une fonc-
tion de deux variables (I’abscisse x et le temps ), qui vérifie I'analogue continu de I'équation d’évolu-

2%u

ox2 (cette équation estl'équation de d’Alembert unidimensionnelle), ol

. )l . 2
tion de I'élongation : ‘372‘ =c

c=/ % est la célérité de I'onde (cette expression est déduite directement de I'équation d’évolution

discrete).
Il s’agit ici d'une onde longitudinale.
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Cordes

46.1 Equation de propagation

Hypotheéses : on étudie la propagation d'une onde transversale sur une corde de masse linéique u sou-
mise a une tension 7. On étudie I'évolution de la grandeur y(x, t), donnant a chaque instant la position
de chaque point de la corde par rapport a sa position d’équilibre.

On néglige les effets de la pesanteur et les déformations (ainsi que leurs dérivées) sont supposées faibles.

Equation de propagation : cette équation s'obtient en appliquant le principe fondamental de la dyna-
mique a un petit élément de corde dans un référentiel galiléen (cf. Fig. 1). La tension de la corde s’exerce
selon la tangente a la corde. Dans I'’hypothese des petites déformations, la résultante projetée sur 'axe
des abscisses est nulle, le mouvement de I'élément de corde est donc exclusivement transversal; on
parle alors d’onde transversale.

Lapplication du principe fondamental de la dynamique a I’élément de corde situé entre les abscisses x
et x+ dx en projection sur I'axe des ordonnées donne :

*y _ . (9y dy
dx—=T|=x+dx,t)— =(x,1)].
ST P il
2 2
L'équation d’évolution de la déformation est donc: % (5 % . Lavitesse de'onde est ¢ = % .

46.2 Propriétés, solutions de 'équation de propagation
Linéarité : I'équation de propagation de I'onde transversale est linéaire, 'ensemble des solutions a donc
une structure d’espace vectoriel.

Solution générale de I'équation de propagation : en effectuant le changement de variables (v = x —

ct,v = x + ct), on remarque que l'on a alors

= 0, ce qui nous ammene a supposer que les so-
v

lutions sont de la forme y(x, ) = g(x—cf) + h(x+ct) , avec g et h fonctions continues quelconques.

Toute élongation de cette forme est solution et on admet la réciproque. Les fonctions g et h représentent
les parties de I'onde se propageant respectivement les sens des x croissants (dit « sens x > 0 ») et des x
décroissants (dit « sens x < 0 »).

Onde progressive : une onde est dite progressive si elle ne se propage que dans un sens, elle est alors de
la forme y(x,1) = g(x—ct) ou y(x,t) = h(x + ct).

Onde progressive harmonique : une onde progressive harmonique est une onde dont I'’équation est de
la forme :

y(x,1) = yocos(wt - Lx+¢)

y azg—i/ ?(x+dx,t)

X x+dx

Fig. 46.1 — Propagation d'une onde sur une corde.
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(il s’agit ici du cas d'une onde se propageant dans le sens x > 0). On note k = w/c.
On remarque une double périodicité temporelle (de période T = %) et spatiale (de période A = ¢T =
2nc

w

Utilisation de la notation complexe : 'équation d'une onde progressive harmonique peut également
s’écrire en complexes : y(x, t) = ypel @ =¥ [équation de propagation peut aussi se traduire en com-

plexes.

Onde stationnaire : une onde stationnaire est une onde dont 'équation peut s’écrire sous la forme
y(x, 1) = f(H)g(x) , avec f et g fonctions d'une seule variable. Les dépendances spatiale et temporelle
sont découplées.

Solutions stationnaires de 'équation de d’Alembert : en prenant une solution de la forme y(x,t) =
2 2
f(x)g(1), on doit avoir f (x)%(t) = czg(x)g(t). En divisant de chaque c6té par f(x)g(#) quand ce

produit n’est pas nul, on obtient que f et g sont harmoniques. Léquation de I'onde est alors de la forme :
y(x, 1) = ypcos(kx + @) cos(wt + ) .

On remarque que la position des noeuds (points o1 1’élongation est toujours nulle) et des ventres (points
ol 'amplitude de I'élongation est maximale) ne varie pas au cours du temps.

Résonance sur la corde de Melde : on recherche ici une solution stationnaire avec les conditions aux
limites suivantes :
y(0,1) =acoswt et y(L,t)=0.

On en déduit, avec la forme d’'une onde stationnaire vue précédemment, yp = Or:

a
cos*
cos(kL+ @) =cos(kL)cosg —sin(kL)sing =0

il y a donc divergence de yy, c’est a dire résonance, si sinkL=0 .

Vibrations libres d'une corde fixée a ses extrémités : on recherche la solution générale de ce probleme,
on utilise donc la forme générale de la solution : y(x, t) = g(x— ct) + h(x + ct). Les conditions aux limites
sont simplement y(0, ) = y(L, t) = 0, donc g(—u) = —h(u) ; la solution peut alors se mettre sous la forme
y(x, 1) = f(t—x/c)— f(t+ x/c). La deuxiéme condition aux limites permet de montrer que f est 2L/c
périodique. En écrivant f sous forme de série de Fourier, on montre que la solution peut se mettre sous
la forme :

y(x, 1) =Y sin( ) (A cos(nwot) + By sin(nwot))

nwoXx
Cc

avec wo = 7-.

On remarque que la solution trouvée est une superposition d’ondes stationnaires harmoniques.

46.3 Cordes illimitées

Densité linéique d’énergie cinétique : I'énergie cinétique par unité de longueur est en chaque point
donnée par :

Densité linéique d’énergie potentielle : cette énergie est donnée par le travail de la force de tension
lors de I'étirement de la corde au passage de 'onde. Au premier ordre I'étirement de 1'élément de corde

2
situé entre les abscisses x et x + dx est \/dx%2+ dy? —dx = %dx (g—i’) . Lénergie potentielle par unité de
longueur est donc
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Densité linéique d’énergie mécanique : elle vaut simplement

w=wc+wp .

Transfert de puissance : la puissance transférée en x de la partie gauche vers la partie droite de la corde

est, par définition de la puissance développée par une force, 2 (x,1) = — g—i % .
oy
Impédance de la corde : on définit'impédance de la corde par Z = — aayx . Pour une onde progressive,
ar

ona Z=T/c,grandeur caractéristique de la corde.

Bilan de puissance : effectuons un bilan de puissance sur I'élément de corde compris entre les abscisses

xetx+dx:
0(wdx)

7 =P(x,t)—P(x+dx,1).

i v _ _ 02
On a donc simplement 37 =—%¢ -

Corde infinie avec un point de discontinuité : on connait I'onde incidente et on cherche a déterminer
les ondes transmise et réfléchie. Pour cela on calcule les coefficients de transmission et de réflexion en
amplitude et en puissance en utilisant les conditions aux limites.
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Ondes longitudinales unidimensionnelles
dans un solide

Modélisation du milieu solide : on modélise le milieu solide par un réseau cubique d’atomes. On note
d le pas du réseau et m la masse d’'un atome. On modélise la liaison entre deux atomes voisins par un
ressort de raideur k.

11 est alors possible de déterminer en fonction de ces parameétres la masse volumique du matériau :

—m
b=y

Paramétrisation d'une onde longitudinale unidimensionnelle : on considére que les ondes se pro-
pagent selon un des axes du réseau cubique, colinéairement au vecteur . On étudie ici le cas d’ondes
longitudinales, les déplacements se font donc aussi colinéairement a uy. Les ondes étudiées sont unidi-
mensionnelles : le déplacement est le méme pour tous les atomes situés a la méme abscisse x.

Les atomes de la « tranche » numérotée n sont a I'abscisse x,(#) = nd au repos. Au passage de 'onde, ils
se déplacent de u,(?) : leur abscisse devient x,(f) = nd + u,(t).

Action interne, module d’Young : on étudie ici le mouvement de la tranche numérotée n du milieu
solide et de section dS. Avec la modélisation utilisée, on montre facilement que I'action exercée par la
tranche n + 1 sur la tranche n projetée sur Uy vaut AFui1,n = de—k2 (Up+1— uy) (le nombre de ressorts par

unité de surface est %).
On se place ensuite dans I'approximation des milieux continus, on remplace alors toutes les fonctions
u, (1) par la fonction de deux variables u(x, t). Laction exercée par une tranche sur I'autre devient alors

AFyiax= dS§ g—;‘. En introduisant le module d'Young E = 5 caractéristique du matériau, I'expression

de la force est :
dFyiq,x=EdSL .

Le module d’Young E est homogene a une pression.

Equation de propagation : 'équation de propagation s'obtient simplement par application du prin-
cipe fondamental de la dynamique a la tranche considérée précédemment. On obtient directement

2 2 L . . )2

pddS % =dFyiqx—dFyx—q=EddS gTLZ‘ en restant dans ’approximation des milieux continus. L'équa-
. . 2 2 N . . , 4 s

tion de propagation est finalement ?3_;? = % '37’2‘ :onreconnait une équation de d’Alembert et la célérité

del'ondeest c= % .
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Dispersion, absorption

48.1 Pseudo-ondes planes progressives harmoniques

Onde plane : une onde se propageant dans toutes les dimensions est dite plane, si les surfaces de niveaux
des fonctions représentant les différents parametres du milieu (vitesse, pression, température, etc.) sont
des plans. Ces plans sont alors nécessairement paralleles.

On utilisera ici le fait que pour une onde plane, il suffit d'une seule coordonnée spatiale pour caractériser
I'état de 'onde en un point donné : les ondes étudiées seront « unidimensionnelles ».

Pseudo-onde plane progressive harmonique (OPPH*) : il s’agit d’'une généralisation d'une onde plane
progressive harmonique utilisée pour rechercher la forme des solutions d’équations plus complexes que
celle de d’Alembert. En notation complexe, I'équation d'une OPPH* peut se mettre sous la forme :

ax, ) = Ae/@=k0)

avec w € R et k € C (particularité d'une OPPH").
Attention : 'onde considérée ici est une onde se propageant dans le sens x > 0.

Absorption : en écrivant k = k' + jk”, en notation réelle, une OPPH* se met sous la forme a(x, ) =
|Alef"* cos(wt — k'x + ). Il ne peut pas y avoir divergence, donc k” < 0; si k” < 0, il y a absorption :
I'amplitude de 'onde décroit au cours de la propagation. On dit alors que le milieu est absorbant.

On introduit une longueur caractéristique de ’absorption appelée amortissement spatial : 6 = |k—1,,| .

Relation de dispersion : la recherche de solutions sous la forme d’'OPPH* aboutit 4 une relation du type
k= f(w) appelée relation de dispersion.

Vitesse de phase, dispersion : elle est définie a partir de la partie réelle de ’équation de dispersion (k' =
g(w)) par vy = % .

Dans un milieu ot la vitesse de phase dépend de la pulsation, une onde non harmonique est déformée,
on parle alors de milieu dispersif.

48.2 Paquets d’ondes, dispersion

Cas de la propagation de deux ondes progressives harmoniques de pulsations voisines : on considére
une onde d’équation a(x, t) = Alcos(w1 t — k1 x) + cos(wz t — kz x)]. Cette onde peut alors se mettre sous la
forme :

ow Ok
a(x,t) =2Acos (7 t— 7)6) cos(wot —kox) ;

on définit alors la vitesse de groupe comme la vitesse de propagation de I'onde enveloppe : vg = ‘;—‘jc’.

Paquet d’ondes : un paquet d’'ondes est la généralisation de ce qui précede avec une infinité (méme
indénombrable) d’ondes. En utilisant la notation complexe, un paquet d’onde s’écrit sous la forme :

w0+7‘” ) k
g(x, )= f A(w)e](‘”f‘ (w)x)dw
wo— 55
En premiére approximation, cette onde peut s’écrire sous la forme :
dk

(w0 t—ko ) wo+ % j(w—wo)(t—(%) x)
a(x, r) = e/ W0t~ X Aw)e w0 dw
w

2
Cette écriture fait apparaitre :



128 48 - Dispersion, absorption

. . _ wo
— lavitesse de phase : v, = To -

— lavitesse de groupe : vg = (%(wo))_
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Ondes électromagnétiques dans le vide

49.1 Equations de propagation des champs et conséquences

Equations de propagation : on se place dans le vide (donc p =0, 7 =0), alors en passant au rotation-
nel dans I'équation de Maxwell-Faraday, on obtient rotrot E = —eouo‘a;—tf avec 'équation de Maxwell-
Ampere. Or comme divE =0 d’apres Maxwell-Gauss, totrot E = —A E. Le champ électrique E vérifie
donc I'équation de propagation AE- folloa;—t]zs =0 d s’agit de I'équation de d’Alembert tridimen-

sionnelle).
On montre de la méme maniere que le champ magnétique vérifie la méme équation. Finallement,
les champs électrique et magnétique ainsi que les potentiels vérifient 'équation de propagation

62
Aa—Eoﬂoa—t? =0.

Solutions de équation de propagation : une onde plane est de la forme a(7,1) = f(7 -u —ct) . On
vérifie aisément que les ondes planes sont solutions de I'équation de propagation si ¢ = 1/,/€glig. Ces

ondes se propagent 2 la vitesse de la lumiere ¢=1/,/gofig =3 x 108ms~! selon le vecteur % unitaire.

Les solutions de 'équation de d’Alembert tridimensionnelle n'ont pas de forme simple dans le cas gé-
néral.

—

Solutions harmoniques : pour une OPPH, a est de la forme a(7,?)=Acos (wt— k -7—(p) ou

k = %TZ est le vecteur d’'onde.

49.2 Ondes électromagnétiques planes progressives harmoniques
(OemPPH)

Définition : on appelle O, PPH les solutions des équations de Maxwell dont les composantes sont des
OPPH de méme pulsation et de méme vecteur d’onde.

Notations complexes :
Ex(?, t) = Epx COS wt—7€ T —
E(?, t) = Ey(?, t) = EOyCOS wt_7€) _r’ _(py
EZ(?) t) = EOzCOS (1)[—7(; -? _(pZ
_,E(_r)’ t) =§ej(a)t_k. r)
one_j¢x
ou E: Eoye_]¢y
EOZe_](Pz

On introduit les mémes notations pour les autres champs.

Opérateurs pour une O, PPH : pour une O PPH définie comme ci-dessus, on a % — jox et

V — —j k . Attention aux signes avec les notations des ondes!!
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Fig. 49.1 — O, PPH polarisées rectilignement, elliptiquement a gauche et a droite.

ol=!

Relations de structure : on montre les relations de structure: #-E =0 et B=%AE .

Les champs E et B sont orthtransverse électromagnétique.
— Ces relations sont valables avec les notations complexes.
— Lanalyse de Fourier permet de montrer qu’elle restent vraies pour des O¢my, PP.

49.3 Polarisation des O.,,PPH

On se place dans le plan x = 0 pour une O, PPH se propageant selon 1, pour décrire 1'évolution de :
EO,1) = Egy cos(wt + @)Uy + Egz cos(wt + o) U

(Eoy, Eoz > 0). On pose ¢ = @1 — 2 et on remarque qu’en fonction de ¢, 7::(0, t) va décrire au cours du
temps, dans le plan yOz,
— Une droite si ¢ € {0, 7} : E est polarisé rectilignement (PR).
— Une ellipse si ¢ ¢ {0, 7} : E est polarisé elliptiquement (PE), gauche ou droite selon son sens de
parcours de l'ellipse (en se plagant face au vecteur d’onde).

49.4 Propagation de I'énergie pour des O.,, PPH

Grandeurs énergétiques : ce sont les grandeurs définies pour les champs électromagnétiques : vecteur
de Poynting T et densité d’énergie électromagnétique u,y,. Le fait d’avoir des Og, PP et leurs relations
de structure permet d’avoir des expressions simplifiées de ces grandeurs. On remarque par exemple que
I'énergie se déplace selon le vecteur de propagation de I’'onde et a la vitesse c.
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Ondes électromagnétiques transversales dans
d’autres milieux

50.1 Propagation d’ondes électromagnétiques dans un plasma

Modélisation : hypotheses simplificatrices faites pour I'étude :

— On ne tient compte que des forces d’origine électromagnétiques sur les ions et les électrons (no-
tamment on considere le plasma dilué). On néglige la partie magnétique de la force électroma-
gnétique par rapport a la partie électrique (mécanique classique, vitesses petites devant c).

— On considere que les ions, beaucoup plus lourds que les électrons, sont immobiles.

— On cherche la solution sous la forme d'une O, PPH* transverse électromagnétique.

Evolution de la densité d’électrons : on montre que la densité d’électrons 7, est uniforme.

Equivalents aux opérateurs, relations de structure : les équivalents aux opérateurs définis dans le cha-
pitre précédent sont valables aussi pour des Oy, PPH*, en considérant k comme vecteur complexe. On

=

8|l

montre alors que la relation de structure B = - A E s’écrit B =+ A E

ou

s

Conductivité complexe du plasma : en utilisant les notations complexes, on aboutita j =y

e

= _inee
Z_ Mew

On remarque que le champ électromagnétique ne fournit en moyenne aucune puissance aux électrons.

est la conductivité complexe du plasma.

Relation de dispersion, pulsation de plasma : avec les équivalents aux opérateurs, les équations de

Maxwell donnent alors la relation de dispersion j %2 = Moy +J %
Avec I'expression de y on obtient :

2 _ o _
k_cz c

|8
st

est la pulsation de plasma.

Condition de propagation : la relation ci-dessus amene a distinguer deux cas :
— Siw>wp, k? >0 donc k € R : il y a propagation sans amortissement.
— Siw <wp, k? < 0 donc k € iR : absence de propagation, il s’agit d’'une onde stationnaire évanes-
cente.

50.2 Indice complexe d’'un milieu

Présentation dans le cadre d’'un métal : on reprend I'étude précédente en ne négligeant plus les inter-

actions entre particules, le PFD appliqué a un électron s’écrit alors me% =-eE - % Ve.
2
On obtient donc une conductivité différente : y = 7 j}"w avec yg = ”j;f L (conductivité du métal en basse
-_— e

fréquence). On reprend alors la relation de dispersion précédente avec la nouvelle valeur de y et on
arrive 4 une expression complexe de k2.

Indice complexe : il est définipar n= Sk .
— ko = w/c estle module du vecteur d’'onde d'une O, PPH se propageant dans le vide.
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— Alors n=klko=k'lko+ jk" I ko = n' + jn" ot n' est'indice de dispersion et n" est |'indice d'ab-
sorption.
Pour un milieu transparent n” = 0.

— Lavitesse de phase vaut v, =c/n' .

— En optique on parle de milieu dispersif quand »n’ dépend de la pulsation w.

Remarques sur le champ B :les champs E et B ontles mémes propriétés d’amortissement, (T[, E, E)

forme un triedre orthogonal direct. Par contre E et B ne sont plus en phase (si n” # 0).

Aspect énergétique, loi de Beer-Lambert : le vecteur T aune amplitude décroissante en 2K (k" < 0).

On définit alors I'absorbance A(x) d'un milieu par A(x) = ln(%). La loi de Beer-Lambert donne
X,
A(x) = —-2k" x.
50.3 Réflexion et réfraction d’'une O PPH
sur un dioptre

Présentation : un dioptre est 'ensemble de deux milieux transparents d’indices n; et n, séparés par une
surface Z. Si les distances caractéristiques de X sont grandes devant la longueur d’onde A, X peut étre
assimilée a un plan pour une étude locale.

On considere une O PPH incidente arrivant du milieu 1 et les O, PPH réfléchie et transmise.

Premiére loi de Descartes : la surface de séparation est prise d’équation x = 0. Les trois ondes étudiées
peuvent étre notées en complexes :

E(F,0 = Bl R T)
E(_r), ) =Eej(wrr_f;.7)’
E(_r). t) = Eej(wzf—k_; 7)

En utilisant les relations de passage, les composantes tangentielles a X doivent étre égales dans les deux
milieux, a chaque instant et en tout point de la surface . On en déduit que w; = w; = wy, kjy = kry = kyy
etkiz=krz = k.
Ces deux  dernieres  égalités montrent la  premiere loi de  Descartes

Les plans d’incidence, de réflexion et de réfraction sont confondus .

Deuxieme loi de Descartes : on utilise les résultats précédents en se placant par rotation du repére dans
le cas ol k;; = 0. Alors, en notant i, r et ¢ les angles d’'incidence, de réflexion et de réfraction par rapport

a la normale a X, comme les normes des vecteurs d’onde sont connues (|| k|| = nw/c dans un milieu
d’indice n réel), on obtient les deux relations suivantes :
— Relation pour la réflexion: i=-r .

— Relation pour la réfraction: n;sini = npsint .

Coefficients de réflexion et de transmission a travers un dioptre sous incidence normale : on utilise
les relations de passage pour obtenir les différentes composantes des ondes transmise et réfléchie. Les
coefficients sont définis de méme que pour les autres types d’ondes.

La réflexion sur un conducteur métallique parfait donne une réflexion totale en puissance (R = 1). On
aB

montre que E=70etB=0 dansle métal parfait (y — +00) en utilisant 7 = )/E puis totE = -5r-

50.4 Propagation d’'ondes dans un métal non parfait, effet de peau

Hypotheses, obtention des équations : on se place dans le cadre suivant :
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— La conductivité est finie et réelle, le milieu est ohmique: j =y E.
— Les constantes € et (i restent valables (métal non magnétique).
— On peut faire 'approximation des régimes quasi-permanents.

— Léquation de conservation de la charge donne % + % p =0. Comme 7’ = 870 est trés faible (~

10~"9s pour le cuivre), on consideére que p = 0 pour des fréquences assez faibles (f7’ < 1).

Equation de propagation, détermination de E et B : on montre la relation A E = uoy%—f comme

I'équation de propagation des ondes électromagnétiques dans le vide, mais le courant de déplacement
est ici négligeable dans I’équation de Maxwell-Ampere.

On recherche les solutions sous la forme d’Oe,, PPH* PR et la relation de dispersion donne k= %j ou

_ 2
6= YHow

- . N . - 2 2 z .z = :
Epaisseur de peau : d’apres I'expression de E déterminée précédemment, on a que E reste important

sur une pellicule ala surface du métal de'ordre de 6 = , c'estl’épaisseur de peau. On parle d’effet

_2
YHow
de peau.

Dans un métal parfait ou a haute fréquence, § — 0.
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51

Fondements de I'optique géométrique

51.1 Nature et propriétés de la lumiere

Lalumiére : il s’agit d’ondes électromagnétiques dans un certain domaine de fréquences : 3,5x 10 Hz <
f <7x10" Hz (ou400nm < A < 800nm).

Vitesse de propagation, indice de réfraction : la lumiére se propage 2 la vitesse ¢ = 3 x 108 ms~! dans
le vide et a la vitesse v, = c¢/n dans un milieu quelconque, ou n est I'indice de réfraction du milieu
(pouvant dépendre de la longueur d’onde, cf. Ondes électromagnétiques dans le vide).

Rayon lumineux, faisceau lumineux : un faisceau lumineux est constitué de rayons lumineux indépen-
dants les uns des autres. La lumiere se propage en ligne droite dans un milieu transparent homogene
isotrope.

51.2 Lois de Snell-Descartes

Dioptre : un dioptre est 'ensemble de deux milieux transparents d’indices n; et np séparés par une
surface X. On considerera ici un dioptre plan.

Réflexion : les rayons incident et réfléchi et la normale au plan du dioptre sont coplanaireset i=r , ol
i et r sont les angles d’'incidence et de réflexion.

Cette loi, comme la suivante, est démontrée dans la partie Ondes.

Réfraction : les rayons incident et réfracté et la normale au plan du dioptre sont coplanaires et
nysini = npsint , ol i et ¢ sont les angles d’'incidence et de réfraction.

Application : les fibres optiques a saut d’indice et a gradient d’indice.

51.3 Leprisme

Notations : (cf. Fig. 1) on considere un prisme d’angle au sommet A, d’indice de réfraction n. Langle
d’indidence est noté i, 'angle du rayon sortant i’; les angles de réfraction a I'intérieur du prisme sont
notés r et r’. La déviation totale d’'un rayon est notée D.

Formules du prisme : on montre alors les relations suivantes :

Fig. 51.1 — Notations pour le prisme.
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sini = nsinr
sini’ = nsinr
A=r+r1'

D=i+i'"-A

/

Mesure de I'indice de réfraction : on recherche I'angle d’'incidence i pour lequel la déviation D(i) est
minimale. En ce point, on doit avoir ‘2—? =0, donc % = —1 d’apres l'expression de D. En prenant le
différentiel des deux premiéres équations, on obtient : cosi’cosr = cosicosr’. En élevant au carré et
apres avoir éliminé une solution absurde, on obtient i = i’ et donc r = r'. On obtient alors facilement,

sin((A+Dy,)/2)

en notant D;; le minimumde D: n= SIn(A/2)

51.4 Notions de stigmatisme et d’aplanétisme

Stigmatisme rigoureux : un systéme optique est rigoureusement stigmatique pour le couple de points
(A, A') si tout rayon incident passant par A émerge en passant par A'. A et A’ sont alors dits conjugués
pour le systéme.

Aplanétisme rigoureux : un systeme optique est rigoureusement aplanétique silorsqu’il est stigmatique
pour le couple (A, A") il 'est aussi pour tout couple (B, B') ou1 B et B’ sont des points contenus dans les
plans perpendiculaires a I’axe optique passant respectivement par A et A’

Stigmatisme approché, conditions de Gauss : pour les miroirs et lentilles étudiés par la suite, le stigma-
tisme peut étre approché, si on se place dans les conditions de Gauss : les rayons sont proches de I'axe
et peu inclinés par rapport a ’axe.
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Miroirs et lentilles dans 'approximation
de Gauss

52.1 Miroirs

Notations : on note C le centre d’un miroir, S son sommet et F son foyer. Ona CF=CS/2 .

Propriétés : tout rayon incident passant par le foyer ressort parrallele a I’axe optique, tout rayon incident
parrallele a I'axe optique ressort en passant par le foyer, tout rayon incident passant par le centre n’est
pas dévié, et tout rayon incident passant par le sommet subit une symétrie par rapport a I'axe optique
(cf. Fig. 1).

Relations de conjuguaison : on déduit des propriétés énoncées ci-dessus, par des considérations géo-
métriques simples, les relations suivantes :
— Formule de Descartes (origine en S) :

1 1 2
e ——
SA SA" SC
L S
SA
On appelle y= A’B'/AB le grandissement.
— Formule de Descartes (origine en C) :
1 1 2
==ar = —
CA CA CS
y cA
CA
— Formule de Newton (origine en F) :
FAFA =FS
FS FA
TE=S ==
FA FS

52.2 Lentilles

Notations : on note O le centre d'une lentille, F son foyer objet et F’ son foyer image.

@ M

F A S
A F [0 A C

B/

B A

Fig. 52.1 — Lentilles et miroirs, propriétés de déviation.
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52 — Miroirs et lentilles dans 'approximation de Gauss

Propriétés : tout rayon incident parrallele a I'axe optique ressort en passant par le foyer image, tout
rayon incident passant par le foyer objet ressort parralléle a 'axe optique, et tout rayon passant par le

centre n'est pas dévié (cf. Fig. 1).

Relations de conjuguaison : de méme que pour les miroirs, on déduit les relations :

— Formule de Descartes (origine en O) :

— Formule de Newton (origine aux foyers) :

11
OA OA OF
oA
7
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Interférences lumineuses

53.1 Lumiere, éclairement, chemin optique

Nature électromagnétique de la lumieére : la lumiere est un champ électromagnétique qui se propage
selon deux modeles usuels :

— Modele O¢ PPH : modele étudié au chapitre ondes électromagnétiques.

— Modele d’onde électromagnétique progressive sphérique : le champ est du type E(M,t) =
a (o-%T)— .= — L. N .
foe] (M ke ) up ou k = ku,. On se place en général a grande distance de la source, on constate
qu’on peut considérer 'onde localement plane.

Sources : la lumieére est émise par désexcitation d’atomes, le modele choisi pour son étude est celui
d’Oen PPH. Les atomes n'émettent pas en continu : ils émettent des trains d’onde, de phase initiale aléa-

toire et de durée 7. Lalongueur [* = ¢t d’untrain d’onde est appelée longueur de cohérence de la source.
Londe n’est alors pas parfaitement monochromatique, et 'analyse de Fourier permet de relier la largeur
Av du spectre et la durée d’émission par: TAv ~ 1.

Détecteurs : les détecteurs sont trop lents pour détecter les variations du champ E et opérent une
moyenne quadratique (car || IT]| ~ E?). 1ls sont sensibles a I éclairement.

Eclairement : on définit I'éclairement en un point par :

e(M) = k(E*(M, 1))
ol k est une constante quelconque (nous la prendrons ici égale a 2).

Représentation scalaire d’'une onde lumineuse : dans de nombreux cas, une représentation scalaire
est suffisante pour la représentation d’'une onde lumineuse, on notera alors s la norme algébrique du

i
vecteur E. La représentation scalaire est suffisante dans le cas d’'ondes lumineuses polarisées rectili-
gnement dans des directions voisines et dans le cas de la lumiére naturelle (pas de polarisation). En
revanche, elle est insuffisante dans le cas de deux ondes polarisées perpendiculairement.

Chemin optique : il est défini pour un rayon lumineux reliant les points S et M par le contour ¥ :
(SM) :f n(P)dl(P)
€
Alors on exprime le temps mis par la lumiére pour allerde Sa M : 15— = (SM)/c.

Utilisation du chemin optique : une onde monochromatique scalaire s’écrit sous la forme générale

s(M, t) = acos(p(M) —wt), on a alors 'expression du vecteur d’onde ¥ = @(p tel que pour un point N
proche de M,

S(N,t) =acos (E-mﬂp(M) —wt).

Et comme k = Z’TALO(P), on obtient finalement entre deux points S et M tels que W est colinéaire a k,

OM)—@(S) = %‘ZM) d’out 'expression s(M, t) = acos ((p(S) A %SOM) —wt) .

On admet que la phase subit une discontinuité de 7 par une réflexion sur un miroir et sur un dioptre
(1 — 2 avec n < np) et par passage par un point de convergence.

Conséquences :
— Théoréme de Malus : les rayons lumineux issus d'une méme source sont toujours orthogonaux

aux surfaces d’onde (car k = grad ¢ est orthogonal aux surfaces ¢ = cte, c’est a dire aux surfaces
d’onde).
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— Entre deux surfaces d’'ondes d’'un faisceau de rayons lumineux issus d'une source ponctuelle, le
chemin optique ne dépend pas du rayon lumineux.

53.2 Interférences lumineuses

Superposition de deux ondes lumineuses : la superposition de deux ondes lumineuses de la forme :
2n
a;(M,t)=A;cos|w;t— /I_(SiM) —s; (1)
0i

donne en M un éclairement
e=€1+&2+2\/€182(cos(Ap(M, 1))

avec
ApM, 1) = (w1~ w2)t~ 2= (S1M) + £2(S2 M)
~s, (1) + s, (1)

Condition d’interférences : on note dans |'expression ci-dessus €12 (M) = 2/€1€2(cos(...)), on a alors les
conditions d’interférence suivantes :
— On doit avoir €12(M) # 0, donc w; = w (alors on a Ag1 = Ag2) et s, (1) = @s, (), ce qui est réali-
sable si et seulement si les deux ondes sont issues d’'une méme source.
— €12(M) doit dépendre de M, donc les chemins optiques doivent étre différents.
Les systéemes interférentiels opérent une division de I'onde, soit par division du front d’'onde (trous
d’Young) soit par division de 'amplitude (interférometre de Michelson).

Différence de marche, ordre d’interférence : dans le cas de deux ondes cohérentes en M, 1’éclairement
s’'écrit :
E=¢€1+&+2\/€1€62c08(Ap(M)) ,

ou Ap(M) = i—’;ﬁ (M), 6(M) =(SM), — (SM); étant la différence de marche. On se place ici en absence

de déphasage supplémentaire dii par exemple a la réflexion d’ondes sur un miroir.

Ap(M)
2n :

On introduit aussi 'ordre d’interférence en M : p(M) =

Longueur de cohérence de la source - condition supplémentaire : pour qu'il y ait des interférences, les
trains d’ondes doivent se superposer, et donc la différence de marche doit étre inférieure a la longeur du

train d’onde: [(SM), — (SM)| < I* .

Différentes franges : on distingue des franges particuliéres dans la figure d’interférences :
— Frange brillante : une frange brillante est une frange ot1 I'éclairement est maximal.
— Frange sombre : une frange sombre est une frange ol I'éclairement est minimal. S’il est nul on
parle alors de frange noire.
— Frange centrale : c’est 'ensemble des points ou la différence de marche est nulle.

Contraste : on définit le contraste d'une figure d’interférences par ¢ = Sza—fmin

EmaxtEmin
On remarque que pour des interférences a deux ondes, le contraste est meilleur si les intensités lumi-
neuses sont proches.

53.3 Etude d’un systéme interférentiel

Dispositif des trous d’Young : (cf. Fig. 1) le calcul de la différence de marche donne :

6(M)=no(\/D2+y2+(a+x)2—\/D2+y2+(x—a)2J.
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Fig. 53.1 - Dispositif des trous d'Young.
2anpx

Avec I'hypothese x, y, a < D, on peut faire 'approximation 6(M) = =

Les franges d’interférence, c’est a dire les points olt 6(M) = cte, sont des segments d’équation x = cte
(sans approximation se sont des branches d’hyperboles).

Interfrange : on peut calculer I'interfrange i, c’est a dire la distance entre deux franges de méme nature :

on trouve facilement i = 2’10D .
angy

Eclairement sur I'écran : les calculs développés plus haut dans le cas général donnent ici :
e(M) = 2¢g (1 +cos(2”i¥)) =2¢0 (1+cos(27%))

Des interférences lumineuses sont obtenues dans un large domaine de I'espace : les interférences sont
non localisées.

Dispositif des trous d’Young avec une lentille de projection : une lentille convergente est placée entre
les trous et I'écran de telle sorte que I'écran soit dans le plan focal image de la lentille (de focale f’). On
utilise alors le principe de retour inverse de la lumiere pour déterminer la différence de marche, avec

I'approximation de rayons peu inclinés par rapport a I'’axe et on obtient : 6 (M) = Zafﬂ

53.4 Interférences en lumiére partiellement cohérente

Cas d’'un doublet : on utilise le dispositif des trous d’Young avec une source émettant cette fois un dou-
blet (119, A20, proches, d’éclairement £j). On somme alors les éclairements pour obtenir I'éclairement
total :

e(M) =2¢g (2 +cos

2n5(M)) (Zné(M)))
| +cos|——
Az20

On obtient alors un phénomene de battements (onde enveloppe de grande période spatiale, onde va-
riant plus rapidement a l'intérieur).

On parle alors de contraste au voisinage d’'un point en considérant les extremums locaux les plus
proches de I'éclairement.

10

Figure d’interférences avec une source a spectre continu : on considere ici I'étendue spectrale faible
et la densité d’éclairement a profil rectangulaire : en notant oy = 1/A¢ le nombre d’onde, deg(og) =
Ada'o)([glo,gzo], avec Aoy =029 — 010 < 01p.

En intégrant |’éclairement sur le domaine [019,020], on obtient

eM) =2AA0 (1 +sinc(@d (M) Aocgy) cos(2rmd (M)0 o)l
On obtient cette fois une onde enveloppe en sinc (cf. Fig. 2).

Lumiere blanche : son spectre est continu et son étendue ne peut plus étre considérée comme faible.
On observe une frange centrale brillante et blanche et quelques franges brillantes et sombres, irisées.
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Fig. 53.2 — Interférences avec une source a spectre continu.

Quand on s’éloigne trop de la frange centrale, on observe un éclairement uniforme d’aspect blanc, c’est
en fait un blanc d’ordre supérieur : il manque régulierement quelques raies dans le spectre.

Quand la différence de marche varie peu sur I'écran, on peut obtenir un éclairement uniforme coloré,
on observe alors les teintes de Newton.
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Interférences données par des lames minces

54.1 Utilisation d’'une source étendue avec un dispositif interféren-
tiel

Position du probléme : I'utilisation de sources ponctuelles ne correspond pas a une réalité physique, on
utilise en fait des sources étendues. Or les sources ponctuelles formant les sources étendues sont en gé-
néral incohérentes entre elles : on aboutit a un brouillage. Il est possible de conserver des interférences,
qui seront alors plus lumineuses, localisées ou non.

Conditions pour la conservation d’interférences : si une source S; émet deux rayons dirigés par u; et u;
— s =
qui interferent en M, alors la source S, proche de S; (S1S2 = dS, les rayons issus de S, qui interferent en

M sont aussi dirigés par u; et uz) permet la conservation d’interférences contrastées si ds-(u, —u) = 0.
Il'y a alors deux possibilités :
— Sile dispositif opére une division du front d’'onde, on obtient une condition sur la géométrie de
la source.
— Sile dispositif opére une division d’amplitude, #; = u; donc toute source étendue convient. Dans
ce cas, les interférences sont localisées.

54.2 Calcul de différences de marche introduites
par des lames

Lame a faces paralléles, réflexion : il s’agit d'une interférence a deux ondes, il suffit donc de cal-
culer la différence de marche, ce qui se fait facilement et donne (M) =2enycosr . Or les deux ré-
flexions des deux rayons ne sont pas de méme nature, ce qui introduit un déphasage de 7, donc
Ap(M) = 2”‘;% + 7 . Les franges d’interférences sont des franges d’égale inclinaison : ce sont des an-
neaux.

Lame a faces paralleles, transmission : cette fois le résultat est le méme, sans le déphasage de 7.

Lame en coin : on se place en incidence quasi-normale avec des faces quasi-paralléles : on considére
qu’on a au voisinage de I une lame de verre a faces paralleles d’épaisseur e(I) = ax. Le calcul donne alors

0(M) =2nax .1lyalaencore un déphasage de 7. Les franges d’'interférences sont des franges d’égale
épaisseur. Il faut noter qu'il s’agit ici d'un calcul trés simplifié, qui ne nous ne donne pas la localisation
des interférences.

observation

\ § /
localisation des

interférences a l'infini
a I(x) X

nm

A

Surface de localisation des interférences ™ ~

Fig. 54.1 — Lame a faces paralleles, lame en coin.
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Dans les cas ol 'éclairement est perpendiculaire a I'une des deux faces du coin, on trouve facilement
que les interférences sont localisées sur ’autre face.
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Interférometre de Michelson

55.1 Description

La séparatrice : elle assure la division d’amplitude, on montre que le traitement réfléchissant doit avoir
des coefficients de réflexion et de transmission en puissance tels que R = T = 1/2. Elle est rendue semi-
réfléchissante grace a un dépot diélectrique.

La compensatrice : sert a compenser le fait que les rayons incidents sur le miroir M, traversent trois
lames de verre, alors que les autres n’en traversent qu’une. Elle doit étre parallele a la séparatrice.

Le verre anticalorique : il élimine les U.V. et les I.R. qui échauffent le systeme.

Les vis : la vis (3) permet un translation du miroir M, selon sa normale. Les vis (1), (2), (4), (5) permettent
la rotation des deux miroirs (réglage rapide pour M, fin pour M).

55.2 Utilisation du Michelson en lame d’air

Source ponctuelle monochromatique : on introduit la source fictive S* symétrique de S par rapport a
SP et le miroir fictif M; symétrique de M, par rapport a SP (cf. Fig. 2). On montre alors que le montage
du Michelson est équivalent a la lame d’air formée par les miroirs M; et M, et éclairée par la source S*.
On sait alors calculer facilement la différence de marche (cf. Interférences Iumineuses).

Observation des interférences : le montage est aussi équivalent a un éclairement de I'espace par deux
sources couplées S; et Sy, symétriques de S* respectivement par rapport a M; et M, Les franges d’in-
terférences sont alors des hyperboloides de révolution d’axe (S; S») et de foyers S; et Sy : les interférences
sont non localisées. On remarque qu’a distance finie, 'interférence résulte de deux rayons issus de S*.

Utilisation d’'une source étendue monochromatique : les interférences disparaissent sauf aI'infini, elles
sont alors localisées. Expérimentalement, on fait converger la lumiére issue de la source étendue au
voisinage de M> pour avoir une ouverture angulaire importante, ce qui permet de voir plus de franges
d’interférence (ce sont des franges d’égale inclinaison).

Observation : elle peut se faire sur un écran placé soit a l'infini, soit dans le plan focal image d'une
lentille convergente placée le plus pres possible de la sortie du Michelson.

Nature géométrique des franges : ce sont des franges d’égale inclinaison, on observe donc des anneaux
dont on peut connaitre le rayon en fonction des divers parametres géométriques.

Pour une incidence nulle, la différence de marche est §(F') = 2e¢, on ne sait donc rien de l'ordre d’in-
terférence au centre de la figure d’interférences. L'ordre d’interférence diminue quand on s’éloigne du
centre.

Forme approchée de I'éclairement : comme la différence de marche est (M) = 2ecosi = Ze(l - é)
pour des angles faibles, et comme le rayon de 'anneau d’inclinaison i est p =~ i f/, on a I'expression de
I'éclairement en M(p) :

e(p) =2¢p [1 + cos (%Ze (1 - zf#,zpz))]
On remarque que les franges de méme nature sont de plus en plus rapprochées quand on s’éloigne du
centre, ce qui est confirmé par I'expérience (cf. Fig. 3).
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Fig. 55.1 - Interférometre de Michelson.

| Localisation des
S* ¢ interférences a 'infini

Fig. 55.2 — Michelson utilisé en lame d’air, chemins équivalents.
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Fig. 55.3 - Eclairement en lame d’air, anneaux.
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55.3 Utilisation du Michelson en coin d’air

Source ponctuelle monochromatique, chemins équivalents : on utilise les mémes équivalents que
pour 'utilisation en lame d’air : les miroirs M; et M, forment ici un coin d’air. On sait alors calculer
approximativement la différence de marche (cf. Interférences lumineuses). La encore, les interférences
ne sont pas localisées.

Source étendue : les interférences disparaissent, sauf sur une surface située au voisinage du coin d’air, a
condition d’éclairer le coin d’air en lumiere quasi-parallele et quasi-normale. On place dans le montage
une lentille convergente assurant le parallélisme des rayons lumineux arrivant sur le coin d’air.

Observation : les interférences sont localisées au voisinage du coin d’air. Il faut donc observer I'image
du coin d’air, a travers une lentille convergente par exemple.

Nature des franges : la différence de marche est 6(M) = 2ax, les franges sont des franges d’égale
épaisseur. Les franges sont caractérisées par x = cte: ce sont des segments de droite paralleles a I'aréte
du coin d’air. L'éclairement en M (x) est de la forme :

£(x) =2¢€

(Zn(Zax))
1+cos|——

0

Linterfrange vaut i = % ; pour faire passer le Michelson du montage en coin d’air au montage en lame
d’air, il faut faire tendre i vers 'infini.
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Diffraction des ondes lumineuses

56.1 Principe d’Huygens-Fresnel, diffraction de Fraunhofer

Principe d’'Huygens-Fresnel : on considére une ouverture plane X éclairée par une source ponctuelle
monochromatique (S,1¢). Alors pour le calcul de I'éclairement en M situé apres I'ouverture, d’apres le
principe d’'Huygens-Fresnel,

— chaque élément de surface se comporte comme une source secondaire émettant une ondelette
dont 'amplitude complexe instantanée en P (point de I'ouverture) est proportionnelle a I'ampli-
tude complexe instantanée recue en P de S et al’élément de surface do(P).

— les sources fictives sont cohérentes entre elles.

Application du principe d’Huygens-Fresnel : en utilisant le modele d’ondes sphériques, on montre que
I'amplitude complexe de I'onde lumineuse en M est :

alM, 1) :f Ko Ap ejwte—jko((SP)+(P1VD)do.(P)
= z (SP)(PM)

Conditions de Fraunhofer : on consideére que S et M sont situés al'infini de I'’ouverture XZ. Ces conditions
conduisent a utiliser le modéle d’ondes planes.

Formulation formelle du principe d’Huygens-Fresnel dans les conditions de Fraunhofer : on note ¥ et

k' les vecteurs d’onde respectivement de I'onde issue de S arrivant sur X et de I'onde issue de P arrivant
sur M. On note O un point quelconque de 'ouverture X. Alors :

ko((SP) + (PM)) = ko(SOM) — (k' — k)- OB,

aM, 1) = K Age iko(SOM) f e/ ¥-T-0F 45p)
a >
donc:
= K/Aoe—jkO(SOM)f e_j(PP(M)da.(P)
=

— On ne tient pas compte du terme e/“? : il disparait dans I’éclairement.
— La deuxieéme expression est légérement plus générale, mais moins explicite.

Réalisation des conditions de Fraunhofer : on utilise des lentilles pour placer S et M al'infini de X.

56.2 Diffraction par des fentes rectangulaires

Diffraction a I'infini par une fente fine (cf. Fig. 1) : on montre facilement en utilisant I’expression déter-
minée précédemment que I'éclairement est £(M) = &y sinc? (kosin(6) %)

Diffraction par une ouverture rectangulaire : le dispositif est le méme que pour la fente
fine : la source S est repérée par ses coordonnées (ys,zs) dans le plan focal objet de la
premiere lentille. Le point M ou on recherche l'amplitude de l'onde lumineuse est re-
péré par (V,Z) sur l'écran. On montre alors que I'éclairement en M est (cf. Fig. 1)
€(M) = € pgxSInC? (Ico (X, 2 y—?) g)sinc2 (ko (/% 2+ %) g)
2 1 2 1
On tire de cette expression les conséquences suivantes :
— les taches lumineuses sont situées principalement sur deux droites paralléles aux cotés de I'ou-
verture, centrées sur I'image géométrique de la source, o1 I'intensité lumineuse est maximale.
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Fig. 56.1 — Diffraction par une fente fine.

— quelques cas limites : si les dimensions de I'ouverture sont importantes, alors le phénomeéne de
diffraction est négligeable. Si les dimensions sont tres faibles devant A, I'éclairement est quasi-
ment uniforme sur I’écran. On retrouve le résultat de la fente fine quand par exemple b > a.

56.3 Généralisation

Diffraction par une fente circulaire : dans le cadre de Fraunhofer, on admet la forme de I'éclairement
sur un écran pour une ouverture circulaire : cf. Fig. 2. Le premier zéro est situé a un angle 6 tel que

sinf =0, 61% ol R est le rayon de 'ouverture.

Critere de séparation de Rayleigh : a cause de la diffraction, un point lumineux sur un écran est en fait
une tache lumineuse dont le profil est celui d'une tache de diffraction par une ouverture circulaire. Alors
deux points de!’écran sont a lalimite de la séparation sile maximum d’une tache correspond au premier
zéro de la seconde.

Diffraction par un diaphragme de phase ou d’amplitude : un diaphragme ou filtre est une ouverture

"
dont la transparence complexe est définie en tout point par #(P) = % : C’est le rapport de 'amplitude

complexe apres le filtre a 'amplitude complexe apres le filtre si il n’y avait pas de filtre. Si ¢ € R, on
parle de diaphragme d'amplitude et si |£| = 1, on parle de diaphragme de phase. Aprés un diaphragme,
le principe d'Huygens Fresnel dans le cadre de Fraunhofer s’écrit :

a(M, 1) = K' Age1o(SOM) f 1(P)el K=K 0P g (p)
)

Théoreme de Babinet : si pour deux écrans, quand on les superpose, chaque partie opaque de l'un
correspond a une partie transparente de |'autre, ces écrans sont complémentaires.

Considérons alors deux écrans complémentaires, trés grands, éclairés par une source quelconque. En
utilisant la formule de 'amplitude de I'onde lumineuse en un point avec la transparence, on exprime les
amplitudes données par la diffraction par chaque écran. On remarque qu’en sommant les amplitudes,
on a 'amplitude donnée par la diffraction par une ouverture rectangulaire infiniment grande : elle est
nulle partout, sauf sur 'image géométrique de la source.

On a alors le théoréme de Babinet : les éclairements donnés par chacun des deux écrans sont les mémes,
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Fig. 56.2 — Diffraction par des ouvertures rectangulaire et circulaire.

sauf sur 'image géométrique de la source.

Modification de parameétres géométriques : on peut facilement déterminer les conséquences des mo-
difications suivantes :

— translation de I'ouverture dans le cadre de Fraunhofer : le fait d’étre dans le cadre de Fraunhofer
implique que la figure de diffraction ne sera pas modifiée : 'expression de I'éclairement en un
point M reste la méme.

— rotation de la fente diffractante : si la source est sur I'axe, il suffit de faire une rotation du repere
pour montrer que la figure de diffraction va subir la méme rotation.

— utilisation d’une fente source fine : en considérant 'image géométrique de cette fente source fine,
on a facilement la figure de diffraction.

56.4 Diffraction par les fentes d’Young

Dispositif : on considere la diffraction par deux fentes d'Young de largeur e, paralléles et écartées de
a, éclairées par une source a I'infini dont la lumiere arrive sous un angle 8. On observe I'éclairement a
I'infini sous un angle 6’.

Résultats : en utilisant la formule de diffraction dans le cadre de Fraunhofer, on obtient directement :
£ /4 271
e(M) = % sinc? (I (sinf’ — sinB)e) (1 + cos (T(sin()' — sinH)a))
Remarques :
— on distingue dans I’éclairement un terme de diffraction par une fente fine et un terme d’interfé-
rences a deux ondes.
— en faisant tendre e vers 0, on retrouve le résultat sur les fentes d’Young.
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Réseaux plans

57.1 Généralités

Définition : on appelle réseau au sens de I'optique une structure périodique qui diffracte la lumiére inci-
dente. On travaille souvent sur des réseaux constitués d'une plaque de verre sur lesquelles sont gravées
des raies paralleles. Ces raies sont équidistantes du pas du réseau noté a. On utilise aussi le nombre de
raies par unité de longueur n =1/a.

Réseau en réflexion, réseau en transmission : un réseau est dit en transmission si les rayons diffractés
auxquels on s’intéresse sont transmis. Si ceux-ci sont réfléchis, le réseau est en réflexion.

Modélisation : on modélise la plaque de verre ol1 sont gravées des raies paralléles par une plaque opaque
comportant des fentes paralleles de méme largeur et équidistantes de a.

57.2 Intensité diffractée par un réseau en transmission

Position des maximas principaux de diffraction : on considére un réseau en transmission de pas a, de
N fentes, éclairé en lumiére monochromatique de longueur d’onde A, et placé dans les conditions de
Fraunhofer (cf. Fig. 1).

La différence de marche du rayon k par rapport au rayon 0 est § (M) = ka(sini — sinip). Lintensité est
maximale si deux rayons successifs sont en phase, c’est a dire si :

61(M) = a(sini —siniy) = plyp avec peZ.

Pour une valeur donnée de p on a le maximum principal de diffraction n® p, on parle aussi de I'ordre p.
Pour p = 0 on retrouve I'image géométrique de la source.

Influence de la largeur de la fente diffractante (cf. Fig. 2) : en utilisant les notations précédentes et en
notant b la largeur des fentes, en utilisant le principe d'Huygens-Fresnel dans le cadre de Fraunhofer, on
montre par intégration que I'éclairement vaut :

Nra 2

) sin( 7o (sini—sinio))

2

) b ..
e(M) = gpsinc /1— (sini —sinip)

0 . (mTa . . ..
sin| —(sini —sinigp)
Ao

On distingue sur la courbe trois points remarquables caractérisant entierement le réseau.

57.3 Minimum de déviation du réseau

On appelle D = i — iy 'angle de déviation. On s’intéresse a la déviation de 'ordre p dont on connait
la position angulaire : sini = sinij + pTM. La déviation minimale D,, de I'ordre p est caractérisée par
T (Dm) =0.
On doit donc avoir, en différentiant les deux expressions,
dD
Fr

di COS i
= 1=—2 1.

0=—-- -
dig cosi

Sip#0,i#ipetdonci=—ip ce qui donne le minimum de déviation.
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Fig. 57.1 - Réseau dans les conditions de Fraunhofer, forme de I’éclairement.
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Fig. 57.2 — Influence de la largeur des fentes.
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57.4 Réseau éclairé en lumiere blanche

On superpose les images données par les différentes longueurs d’onde, alors :
— tous les ordre 0 se superposent : on obtient sur I'image géométrique de la source un pic de dif-
fraction de méme composition spectrale que la source.
— les ordres p # 0 sont séparés angulairement : chaque ordre donne un spectre, d’autant plus large
que l'ordre est élevé. A partir d'un certain ordre, les spectres se chevauchent.
Dans le cas du réseau, c’est la diffraction qui provoque la dispersion : le rouge est plus dévié que le bleu.
Dans le cas du prisme, c’est la dispersion du milieu: n(A) = A+ % :le bleu est plus dévié que le rouge.
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Interférences a ondes multiples

58.1 Généralités

Systeéme étudié : on étudie ici les interférences données en transmission par une lame a faces paralléles,
éclairée en lumiére parallele monochromatique (1), on s'intéresse a la diffraction a I'infini (cf. Fig. 1). On
note r le coefficient de réflexion en surface de la lame (le signe importe peu : le nombre de réflexions est
toujours pair).

Eclairement : 'amplitude complexe en M vaut :

aM) =) ap(M)
p=1""

et comme la différence de marche entre deux rayons successifs est 6(M) = 2necosi = %(/)(M),
ap = r?P~Ve=J(P=D9_ Tamplitude en M se calcule avec une somme géométrique et donne a(M) =

ajejor1(D TM‘ L'éclairement final est, aprés développement,

e(M) = ——me s
1 +ysin2 (_(P(é\@ )

4r®

avecy = o7z = % ol R est le coefficient de réflexion en puissance : c’est la fonction d’Airy.

Influence du coefficient de réflexion : on observe I'influence du coefficient de réflexion (cf. Fig. 1, les
échelles ne sont pas respectées), R = 0,9 est le cas d'une lame a surface traitée, R = 0,04 est le cas d'une
lame de verre a surface non traitée, d’indice n = 1,5.

On peut calculer la largeur des pics a mi-hauteur :

E((PI/Z) _ Emax
2 2

ce qui donne finalement pour y assez grand : ¢; /2 = % : plus y est important et plus le pic est fin.

58.2 Application au filtre interférentiel

Principe du filtre interférentiel : en éclairant en lumiere parallele et normale a la surface, I'éclairement
devient une fonction de la longueur d’onde. On a alors des interférences constructives si 6 (M) = kA, ce
qui correspond a un pic lumineux. Or en éclairement normal, 6 (M) = 2ne, ce qui donne les longueurs
d’onde qui vont étre sélectionnées par le filtre.

La largeur d'un pic lumineux calculée plus haut nous donne ici la bande passante en fréquence du filtre.
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Fig. 58.1 — Interférences a ondes multiples avec une lame de verre, éclairement.
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Cinématique des fluides

59.1 Description d’'un écoulement

Echelles d’observation : on peut envisager trois échelles d’observation d’un fluide :
— échelle microscopique : c’est 'échelle de la molécule : 10™'%m.
— échelle macroscopique : c’est 'échelle humaine : 1 m.
— échelle mésoscopique: cette échelle est grande par rapport a I’échelle microscopique et petite par
rapport a 'échelle macroscopique, c’est I'échelle de la particule de fluide : 10" m.

Particule de fluide : on appelle particule de fluide un élément de fluide assez petit a I'échelle macro-
scopique pour que la description d'un écoulement puisse se faire de maniére continue. De plus, une
particule de fluide est assez grande a I'échelle microscopique pour que les grandeurs qui y sont atta-
chées soient débarrassées des fluctuations (les grandeurs sont des grandeurs statistiques).

Description lagrangienne : cette description est celle utilisée pour la mécanique du point matériel. On
consideére une particule de fluide et on suit son évolution dans l'espace au cours du temps. On peut
étudier sa trajectoire, sa vitesse, son accélération, etc.

Description eulérienne : cette description décrit un écoulement par des champs de '’espace et dépen-
dants du temps (V (M, 1), T(M, ), ...).

On remarque qu’ici les quatre variables x, y, z, t sont indépendantes, ce qui n’est pas le cas dans la des-
cription lagrangienne (oi1 tout dépend du temps ¢ seul). On remarque aussi que la vitesse v (M, t) au
point M et a 'instant ¢ de la description eulérienne est la vitesse de la particule de fluide passant en M
alinstant ¢.

59.2 Outils pour la description des écoulements
et propriétés

Dérivée particulaire d'un champ : on appelle dérivée particulaire d'une grandeur scalaire ou vectorielle
la dérivée par rapport au temps de cette grandeur attachée a une particule de fluide, on note la dérivée
particulaire %.

Expression de la dérivée particulaire : on considere un champ a(M, t) scalaire ou vectoriel. La dérivée
particulaire de a est par définition, si la particule de fluide qui se trouve en M a ¢ se trouveen M +dM a

t+dt, Be = aMrdM1+dD-alMD) e e 'exprimant avec les dérivées partielles ona:

Da_dadx dady dadz da
Dt 0dxdt Odydt dzdt ot

Or pour chaque axe de coordonnée, % = v;, on a donc l'expression de la dérivée particulaire :

Da _ (753 da
Dt —(v.grad)a+ﬁ .
Dérivée particulaire de la vitesse : la formule montrée ci-dessus nous permet d’avoir en fonction du
champ de vitesse et de son évolution I'accélération d’une particule de fluide : @ = %—? = (T/'.grad) T+

%—’;. On distingue deux termes :

—

— 5r estl'accélération locale, liée au caractere non permanent du champ des vitesses.

— (Tf.grad) U est I'accélération convective liée au caractére non uniforme du champ.
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Ligne de courant : a un instant ¢ fixé, on appelle ligne de courant une ligne de champ du champ des
vitesses (cf. Eléments d’analyse vectorielle). Il ne faut pas confondre ligne de courant et trajectoire : la
premiére est définie a ¢ fixé. Dans le cas d'un régime permanent, les trajectoires et les lignes de courant
sont confondues.

Tube de courant : on considére un contour 6 fermé; a ¢ fixé 'ensemble des lignes de courant qui passent
par un point de ¥ forme un tube dit tube de courant.

Débit d’'une grandeur extensive : soit G une grandeur extensive, on note g la grandeur volumique asso-

citeaG:g= Z—g en un point donné. Alors le débit élémentaire de G a travers la surface élémentaire dS

est dDg =g -dS . Le débit a travers une surface est donné en sommant les débits élémentaires :

D¢ = f gv- ds
4
On utilise couramment le débit volumique (G = V, g = 1) et le débit massique (G =m, g = p).

Equation locale de conservation de la masse : on considére un écoulement dont le champ des vitesses
est U (M, 1) et le champ de masse volumique est p(M, t). On considére un volume élémentaire dV fixe
par rapport au référentiel d’étude, on note dmi(t) la masse de fluide dans ce volume a ¢. La variation de

masse peut s’exprimer de deux facons : d(dm) = d(pdV) = %dtd V. D’autre part, un bilan de masse
donne d(dm) = —div(pv)dtdV (en utilisant le théoréme d’Ostrogradski). On obtient alors I'équation

de conservation de la masse : div(pv) + g—’; =0.

Or div(p7) = pdivy + (Tf.gr_ac)l) p, il apparait donc la dérivée particulaire de p, on obtient finalement :

w4+ LD _
d1vv+th—

Corollaire : variation du volume d’une particule : on considere une particule de fluide de masse m et
de volume V, alors pour cette particule, p = 7, donc en utilisant I'équation précédente, comme % =
v d(})

- —g— = 0, et comme la masse de la
particule reste constante, on a finalement, en revenant en dérivée particulaire, divy = % %t .

% pour toute grandeur attachée a cette particule, on a : divv +

<

59.3 Différents types d’écoulements

Ecoulement incompressible : on appelle écoulement incompressible un écoulement pour lequel
g—’; =0 :la masse volumique de toute particule fluide ne varie pas au cours du temps. L'équation dé-

duite de I'équation de conservation de la masse donne alors directement divv = 0.

Le théoreme d’'Ostrogradski montre alors directement que le débit volumique a travers toute surface
fermée est nul. On a notamment que le débit volumique se conserve le long d'un tube de courant.

On admet qu'un écoulement peut étre supposé incompressible si la vitesse de 1'écoulement est faible
devant la vitesse de propagation du son dans le fluide.

Ecoulement permanent : dans ce cas, tous les champs sont indépendants du temps : % =0 .Léquation

de conservation de la masse donne directement que divp v = 0.
De méme que précédemment, le débit massique a travers toute surface fermée est nul. Par exemple, le
débit massique se conserve le long d'un tube de courant.

Ecoulement irrotationnel ou écoulement potentiel : par définition, cet écoulement est caractérisé par

rot U = 0 . Dans ce cas, il existe un potentiel des vitesses ¢ tel qu’en tout point, v = —g—rEZh/). Cela a
plusieurs conséquences :
— lacirculation de ¥ est conservative.
— si de plus I'écoulement est incompressible on a A¢ = 0. Dans ce cas, des analogies peuvent étre
faites avec I'électrostatique (dans le cas ol1 la charge volumique est nulle).
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Ecoulement rotationnel ou tourbillonaire : un écoulement rotationnel est par définition un écoule-

ment pour lequel 0t #0 .
On montre que pour un écoulement pour lequel le fluide est en rotation a vitesse angulaire constante

(T (M, )= QAOM), 10t T =20. En généralisant, quand rot U # 0, on dit que le fluide est en rotation,

(rot v est aussi appelé vorticité).

on introduit alors le vecteur tourbillon par Q = 5L
On a alors 'analogue du théoréme d’Ampere, ce qui permet de dégager des analogies avec la magnéto-
statique.

Ecoulements laminaire, turbulent : dans un écoulement laminaire, des « lames » de fluide glissent les
unes sur les autres, les lignes de courant sont stables.
Dans un écoulement turbulent, I'écoulement est chaotique et les lignes de courant sont instables.
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Equation d’Euler, théoréme de Bernouilli

60.1 FEquation d’Euler

Hypothéses, modélisation : on fait les hypotheéses suivantes :
— on se place dans le cadre d'un fluide parfait, c’est a dire en absence de frottements internes.
— on suppose que les forces extérieures appliquées au fluide peuvent étre modélisées par des ac-
tions volumiques.

Bilan des forces : on considere une particule de fluide de masse dm, de volume dV, les actions qui
s’exercent sur cette particule sont :

— les actions extérieures, modélisées par dFey; = ferx:dV . Par exemple pour le poids, fex: = pg.

— les forces de pression dont I’équivalent volumique est donné par dE; = —grad PdV (cf. Statique
des fluides).

Premieére forme de 'équation d’Euler : avec le point de vue lagrangien, I'application du principe fonda-
mental de la dynamique a la particule de fluide donne son accélération :

pdV G = foudV —grad PdV

et comme par définition, @ = %, on a la premiére équation d’Euler
L —n_, 0 — —
o (U.grad)v+ﬁ = fext—grad P
Deuxieme forme de UI'équation dEuler : on montre que (Tf.grad)Tf =

—

- 2 — .S )2 . )
grad("?) + rotv A v, on a donc la deuxiétme forme de Iéquation d’Euler

B — 2 —_ — 6_) e R —
p(grad(%) +rotv A v+ a—l;) = fex—grad P

60.2 Relations de Bernouilli

Cas général : on suppose toujours le fluide parfait, on suppose aussi que la seule action volumique
extérieure est I’action de pesanteur.
Avec la deuxieme forme de I’équation d’Euler on a donc :

v —? — 1

E+grad?+r?t7f/\7f=—grad(gz)—;@l%

En prenant la circulation de cette relation sur la ligne £ allant du point A au point B, on obtient :

Bov — [(B,—_ _\ —
—-dl+ tv A -dl
N 6t L(I‘O v U)

v? B Bap
?+gZ =

+ + =0

A JA P

Cas de I'écoulement incompressible et permanent : si 'écoulement est incompressible et permanent
. . -
et sur une ligne de courant £, on ala relation de Bernouilli: 5 +gz+ % =cte(Z) .

Attention : la constante dépend de la ligne de courant.
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Cas de I'écoulement incompressible, permanent et irrotationnel : si 'écoulement est en plus irrota-
tionnel, il n’est plus nécessaire que £ soit une ligne de courant, donc on a la relation de Bernouilli sous

2 . . .
saforme étendue: % +gz+ % = cte . Cette fois ci, la constante ne dépend pas de la ligne de courant : la

grandeur de Bernouilli est constante sur tout I’écoulement.

Lien avec la thermodynamique : si on suppose seulement, en plus des hypothéses formulées dans le cas

, 2 B (Bgp
général, que I'écoulement est permanent et que £ est une ligne de courant, on a [”7 + gz] At f — =
A P
0. En utilisant les grandeurs massiques, on a :

dh = Tds+vdP, etcommelécoulement est parfait, ds =0, donc dh = %, donc sur une ligne de courant

ona:
2

% +gz+ h=cte(L).
Si en plus I’écoulement est incompressible,
1
du=Tds—-Pdv= Tds—Pd(—) =0,
0

. 2
orh=u+ 1—;, donc en rentrant u dans la constante, on retrouve bien : ”7 +gz+ = =cte(L).

ol
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Fluides visqueux

61.1 Action de contact au sein d’un fluide

Contrainte tangentielle dans un cas particulier, viscosité : on considere un fluide en écoulement dont
le champ des vitesses est de la forme U (M, t) = v,(z)ly. On considére une surface élémentaire en M

orientée vers le haut : dS = dSu,. La force exercée par la particule de fluide située au dessus de cette

surface sur la particule de fluide située en dessous peut se mettre sous la forme dF = TFn + d_F; La
composante normale est due aux forces de pression et la composante tangentielle est due a des forces
de « frottement » venant de la viscosité du fluide (le fluide étudié ici n’est pas parfait).

On connait I'expression de la composante normale :

dF, = —P(M)ds.

On admet la forme de la composante tangentielle :
T4 va
dFt dSux y

ol 71 > 0 est la viscosité du fluide.

La viscosité s’exprime en kgms™!, unité aussi appelée Poiseuille (Pl).

Expression des forces volumiques de viscosité : en reprenant le cas précédent, si on suppose que la
particule de fluide est située en (x, y, z) et a pour dimensions dx x dy x dz, on a de maniére immédiate :

d_>FV = cﬁ;(z +dz)— cﬁ;(z) =7 O;szx dViug, I’équivalent volumique des forces de viscosité est donc :

ce qui peut se généraliser a tout champ de vitesses: f, =nA v .

Equation de Navier-Stockes : cette équation se démontre comme 1'équation d’Euler mais en ajoutant le
terme de viscosité dans le bilan des forces qui s’exercent sur la particule de fluide, on obtient donc :

p(a” (v grad) ) for—gradP+nA T

Exemple de condition aux limites : la viscosité d'un fluide conduira souvant a poser comme condition
aux limites une vitesse tangentielle relative nulle au niveau des parois ou de la surface d’obstacles.

Diffusion de la quantité de mouvement : étudions le cas simplifié ott v (M, ) = vx(z, f)u, et ol P ne
dépend pas de x, alors I'équation de Navier-Stockes devient aa";“ = vaaz”z", ouv= ; est la viscosité ciné-
tique. On peut introduire le vecteur courant de quantité de mouvement diffusée j = dF S Uz=-1 06"2" U

(dF; =

61.2 Ftude phénoménologique des fluides en écoulement

Nombre de Reynolds, forme générale de la force de trainée : on considéere une sphére de rayon r placee
dans un fluide en écoulement (p,n) et de vitesse 7 loin de la sphere Le fluide exerce une action F sur

la sphére : c’est la force de trainée. La direction et le sens de F sontceuxde 7.

On définit le nombre de Reynolds, pour cet obstacle et pour cet écoulement, par Re= % =7 olrest
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dans le cas général la dimension caractéristique de 'obstacle.
On a alors le module de la force : F = c(Re)prr?v? .
Influence du nombre de Reynolds sur la force de trainée : une courbe expérimentale donne c(Re), qui
dépend de I'obstacle (géométrie, ...). On distingue alors plusieurs cas :

k

— si Re< 1, alors ¢ = 3 avec, pour la sphére, k = 6. Lexpression du module de la force donne la

formule de Stockes : F = kanr v . Lécoulement est alors laminaire.

— si 1 < Re< 1000, il n'y a pas de forme simple pour c(Re), on est dans le domaine de transition
laminaire-turbulent.
— si1000< Re<10%, c= %, la force vaut alors :

1
F=—pnr?v.
2P

L'écoulement est turbulent, le sillage est long.
— si Re > 10°, il y a crise de trainée : ¢ chute brutalement, donc la force de trainée diminue. Pour
faire des économies d’énergie on essaie de se placer dans cette zone.

Généralisation : on a vu que le nombre de Reynolds pouvait se définir de maniere générale. Souvent,
I'étude de 'ecoulement est simplifiée : On dit qu’il existe un nombre de Reynolds critique Re, tel que :
— si Re< Re., ’écoulement est laminaire,
— si Re> Re., ’écoulement est turbulent.

Interprétation du nombre de Reynolds : on se place en régime permanent et dans le cas ou les forces
extérieures sont négligeables, I'équation de Navier-Stockes s’écrit alors :

P (W.g‘ra‘&) T =gradP+nAT.
Alors le flux convectif de quantité de mouvement est :
AdPeopy=pv xvdSdt = pvzdet

(avec les surfaces et vecteurs bien orientés). Et le flux diffusif de quantité de mouvement est :

0vy v
dSdt~n—dSdt
0z nL

dPgig=jdSdt=n

(en ordre de grandeur, d’apres l'expression de j donnée plus haut). On remarque que l'on a alors

charw p—
oy = Re .

Conséquences : de ce qui précede, il s’ensuit :

— si Reest faible, le flux convectif (lié au mouvement d’ensemble, a la dérivée convective) eifgible
devant le flux diffusif (lié a la viscosité), donc 'équation de Navier-Stockes devient —grad P +
nKTf =0. Cette équation est linéaire et admet donc une unique solution, il y a stabilité et 'écou-
lement est laminaire. .

— si Re est grand, c’est l'inverse et donc 'équation de Navier-Stockes devient : p (7.grad)7 =

—grad P. Cette équation est non linéaire et admet des solutions multiples, le systeme est instable
et]’écoulement est turblent.

Couche limite : dans un écoulement, on distingue deux zones :
— la zone proche des obstacles et parois ou il y a de forts gradients de vitesse, la viscosité a un role
prépondérent : cette zone représente les couches limites.
— le zone en dehors des parois et des obstacles ot le role de la viscosité est négligeable : on peut
dans cette zone considérer I'écoulement parfait.
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Bilans mécanique et thermodynamique

62.1 Présentation, bilans mécaniques

Présentation, systéme étudié : on se rameénera ici a 'étude d’écoulements simples : unidirectionnels et
unidimensionnels (7 (M, £) = v(x, ) uy).

On étudie I'évolution d'un systeme fermé .#* entre les instants ¢ et ¢ + d ¢, ce systéme se déplace en sui-
vant le mouvement du fluide. On note . le systeme ouvert fixe par rapport au référentiel d’étude défini
par & = L ()N L * (¢t + dt) (il s’agit de I'intersection des volumes et non de la matiére contenue), il
est représenté Fig. 1. dm, et dm; représentent respectivement les masses entrant et sortant du systeme
ouvert . entre tet t + dt.

On remarque que cela est facilement généralisable aux bilans sur des tubes de courant en régime per-
manent.

Bilan de grandeur extensive : considérons une grandeur extensive X et la grandeur massique associée
x; cette grandeur peut étre scalaire (énergie cinétique, masse) ou vectorielle (quantité de mouvement,
moment cinétique). Cette grandeur peut dépendre du référentiel choisi (énergie cinétique), on se place
donc dans le référentiel 2, galiléen.

Onaalors:

X+ (t+dt) — X (1) = Xop (£ + d 1) + dmgxs — X () — dMeXe,

et donc, comme le systeme .#* « suit » le mouvement du fluide, en notant D, = d;:e le débit massique

entrant et D = ‘Z’;S le débit massique sortant, on obtient finalement :

DXg+ _ 0X
T = 57 + DsXs— DeXe

En régime permanent, comme le débit massique se conserve (D, = Ds = Dy;), on a plus simplement :

DXg+
Dt

=D (x5 — Xe) .

Application des lois de la mécanique : les bilans effectués sur certaines grandeurs mécaniques exten-
sives peuvent étre mis en relation avec les lois de la mécanique classique :

— d’apres la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel d’étude 2 : Dg(f* = Foxr.

— d’apres le théoreme de I'énergie cinétique on a

DECy*

= Pint+ Poxt-
Dt int ext

s

-
X
3
2

dm,

y*
/ dmg

v
—-

t+dt

A
3
py
R
o

Fig. 62.1 — Systeme étudié pour les bilans.
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— d’apres le théoreme du moment cinétique,

DLp o+ ——
——— = MO ext
Dt O,ext

62.2 Bilan thermodynamique

Rappel : premier principe pour un systéeme fermé en mouvement : pour le systeme .#*, I'application
du premier principe donne : A(U + E¢) = W + Q. W est la somme des travaux des forces extérieures et
W =W'+W" avec W' = —AEp qui dérive d'une énergie potentielle, on a donc :

AWU+Ec+Ep)=W"+Q

avec W' travail des forces non conservatives.

Systeme étudié : on étudie ici le fluide en écoulement dans une conduite (cf. Fig. 2) :

— on symbolise par * les systémes pouvant échanger de la puissance mécanique avec le fluide dans
.

— on note Z; la puissance indiquée : c’est la puissance mécanique algébrique recue par le fluide
des systémes échangeant de I'énergie mécanique (compresseur, ...). On note Py, la puissance
thermique regue du milieu extérieur, I'énergie thermique 6 Q est recue du milieu extérieur entre
les instants f et t + dt.

— onindice par 1 les grandeurs a 'entrée du systéme . et par 2 les grandeurs a la sortie. On utilise
notamment la pression P etI’altitude z. On note v, et v, les vitesses d’entrée et de sortie du fluide.

Application du premier principe : on considére la grandeur extensive énergie totale E (énergie interne,
énergie cinétique et énergie potentielle), alors la grandeur massique associée est e = u + % + gz. Par un
bilan de cette grandeur extensive pour le systéme #* on a:

DEgs- _ OE v? v?
S :—y+Ds(u2+?s+gzz)—De(u1+7e+gzl).

L'application du premier principe donne :

DE o+
Dt

= ‘@th'h@i +Del/1P1 —Dsl)gpz

(puissance des forces de pression, v représente ici un volume massique). En écrivant I'égalité on a alors

OE v? v2
=2 4 D, h2+?5+gzz)—De(h1+?e+gz1

=P+
ot th i

(en conservant les notations vues plus haut pour les débits).
2
En régime permanent, on a D, A (h +5+ gz) = Py, + ;. On note alors &Py, = g—g%—? = gDy, et de

méme %; = w;D,,, donc finalement A (h + ”72 + gz) =g+ Ww; .

Application du second principe : ici, la grandeur extensive est 'entropie. Comme la variation d’entropie

de &#* estdonnée par dSg+ =S+ 6—%, un bilan d’entropie sur &#* donne ag—;j-i-Dssz—Desl = % + ‘Sdi;.
_ 4

En régime permanent, on a dong, en utilisant les grandeurs massiques, As= -7 +$¢ .
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Us

V4 T

P, état (2)

21 --==---
état (1)

Fig. 62.2 — Bilan thermodynamique pour un fluide en écoulement.
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Ondes sonores dans les fluides

63.1 Mise en équation et obtention des équations
de propagation

Modele et hypotheses : les grandeurs caractéristiques de I'écoulement s’écrivent :
vi(M, 1), P(M,1)=Py+P1(M,1), p(M,1t)=po+p1(M,1),

ouT=0,P= Py et p = pg caractérisent I'état du fluide au repos.
On se place dans le cadre des hypothéses suivantes :
— I’écoulement est parfait,
— Tleffet de la pesanteur peut étre négligé,
— l'approximation acoustique est valable : (M, 1), Py(M, 1), p1(M, t) ainsi que leurs dérivées sont
des infiniment petits d’ordre 1, on suppose que les calculs peuvent étre faits a I’ordre 1.

Obtention des équations : on montre les trois relations régissant la propagation :
— a partir de ’équation d’Euler, on négligeant ce qui peut étre négligé avec les hypothéses, on a

I'équation : _
Po? = —grad Py.
— De méme, I'équation de conservation de la masse donne : podivyy + a@t =0.
— Pour cette derniére équation, on utilise, la compressibilité isentropique : ys = (gg) Pour

une particule de ﬂuide, onam=pV, donc s p (gg) Pour une évolution isentropique on

a donc dP = 5ys €t comme dP = };dt etdp = Edt (avec les hypotheses), on a finalement
0P, _ _1 aﬂ
ot ~ poyxs Ot "

Equation de propagation de la surpression : comme

—  0p1 P1 P
diviy+ ——=0 et — =
Po 157 5 PoXs 5
g 6P1 _ ) N v _ 1 _ 62P1
onadivy + xs%; =0 eten dérivant par rapporta ¢, comme pg ;- = —grad P;,ona APy = poxs5z

Cette équation est une équation de d’Alembert tridimensionnelle scalaire, qui décrit une onde de célé-

rité c=

1
VPoxs °
Cette vitesse est la vitesse du son dans le fluide considéré. Pour un gaz parfait, en utilisant la loi de La-

< . . . _ ’)/R T()
place pour les évolutions isentropiques, on montre que ¢ =/ .

Equation de propagation de la vitesse : en prenant le rotationnel de pg %1 = —grad P;, on a que rot vy
= 10p1 _ opP .
est un champ constant. On a divy; = _EW = —xs 6_t1 et donc en prenant le gradient, on a avec
avi

= —gradP1 que graddlvv1 = Po)(s a . Or graddlvA AA +10trot A ; si on fait I'hypothese

(v1) = 0 (intuitive physiquement pour avoir une structure d’onde, ou plus rigoureusement on se place

dans ce cas), on obtient la méme équation de d’Alembert : A V1 = po XSWzl

Equation générale : de maniére générale, pour a € {P;, 71} (a est un champ scalaire ou vectoriel), a

2
vérifie Aa— 6—12 g—t“ =0 (avec c célérité de I'onde définie plus haut).
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63.2 Ondes sonores planes progressives

Onde plane : une onde est dite plane si a un instant fixé, les surfaces de niveau des fonctions a sont des
plans, et siles plans pour les différents champs a sont paralléles.

Ces plans sont nécessairement paralléles, on peut donc définir un vecteur unitaire % normal a ces plans.
On pose alors X = OM- 4 ; la seule variable spatiale nécessaire a la connaissance de a en un point est
alors X, ona a(M, ) = a(X, t). Léquation devient alors simplement I'équation de d’Alembert unidimen-

2 2
0°a 1aa_0

sionnelle : Fy <R T

Solution de I'équation vérifiée par une onde plane : on a déja vu que la forme générale d'une solution
de I’équation vérifiée par les champs pour une onde plane est :

aX,t)=f(X—-ct)+g(X+ct) .

Si une des fonctions f et g est nulle, 'onde est dite progressive (OPP) : la fonction nulle donne le sens de
propagation de I'onde.

Onde plane progressive harmonique : une onde plane progressive harmonique (OPPH) peut se mettre
sous la forme :

a(r,n = Acos(% (ct—-u-7) —gb).

On définit alors les grandeurs suivantes :
— lapériode (temporelle) : T = %”
— lalongueur d’'onde (ou période spatiale) : A = cT,

— levecteur d'onde: k = 2/{’ u

Londe peut alors s'écrire : a(7, ) = Acos (a)t -k-7- </)) .

Notation complexe et équivalent aux opérateurs : une OPPH peut se noter en complexes :

(wt K r) avec A= Ae 1?9 .

On retrouve les équivalents aux opérateurs (cf. Ondes électromagnétiques dans le vide)

i_,]wx

V—»—]k

aAe

Caractere longitudinal : on a vu que I'on étudiait des ondes telles que rotv; =0, ce qui donne pour une

OPPH avec les équivalents aux opérateurs, ¥ A v = 0, donc 7] est colinéaire au vecteur d’'onde : 'onde
est longitudinale. o

Avec I'analyse de Fourier, on montre que les ondes planes périodiques sont longitudinales (on utilise le
fait qu'une onde plane périodique est la superposition d’OPPH).

Impédance acoustique : on définit 'impédance acoustique pour une onde par: Z = % .

L'équation d’Euler dans le cadre étudié donne pg aaitl = —grad P; et donc pour une OPPH, en complexes,
en prenant le produit scalaire avec U et avec les équivalents aux opérateurs on a jwpg v = jkP;.Ona

donc Z=%=....

63.3 Aspect énergétique

Puissance acoustique échangée a travers une s surface la force exercée par une partie de fluide sur

une autre partie de fluide a travers la surface ds est dF = PldS (on ne tient compte que des forces de
surpression, il n’est pas nécessaire de tenir compte des actions exercées par la pression uniforme Py). La
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puissance élémentaire associée a cette action est d% = dF - v] etdonc d2? = P v -dS . Par intégration
on a la puissance pour une surface finie.

Equation énergétique locale : pour une OPP, si on suppose, par extension de ce que 'on a vu (cela
nécessite une théorie plus pointue de I'analyse de Fourier), que 'onde est longitudinale, on a :

— parI’équation d’Euler en faisant le produit scalaire avec v7, pov; % =-1n -grad P;.

— parl’équation de conservation de la masse, en multipliant par P;, ysP; % =—Pydivy;.
Ordiv (P v1) = P1dives + v -grad Py, donc en additionant, on obtient : div (P v7) + % (3 (pov? +xsP?)| =
0, on introduit alors le vecteur courant d’énergie sonore II =Pjv; et 'énergie volumique sonore

—1 2,1 2
e=35poly +3XsPy -

P . , " ’ 2 . . 1T, de _
On a alors 'équation énergétique locale (analogue de I'équation de Poynting) : divII + 5% =0 .

L'absence de terme de perte dans cette équation traduit le caractéere parfait de I'écoulement.

Energies potentielle et cinétique volumiques : I'énergie volumique sonore introduite est la somme de
deux énergies. Le premier terme représente 1'énergie cinétique volumique :

L5
ec=—poly;

c 2.00 1
le second représente I'énergie potentielle apportée par le travail des forces de surpression lors de la
« compression » du fluide : ep = % )(SPf.

Niveau sonore en décibel : pour une onde sonore, on définit le niveau sonore en décibels par

Iig= lolog% yavec Ilr= 1072 Wm™2 .
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A.1 Unités

A

Unités et constantes

Unités fondamentales
] Grandeur physique | Unité Symbole
Temps Seconde s
Longueur Metre m
Masse Kilogramme kg
Température Kelvin K
Quantité de matiere | Mole mol
Courant électrique | Ampere A
Intensité lumineuse | Candela cd
Unités dérivées courantes
| Grandeur physique | Unité (Symbole) [ Expression
Fréquence Hertz (Hz) s 1
Force Newton (N) kgms—2
Energie Joule (J) kgm?s~?
Puissance Watt (W) Js7!
Pression Pascal (Pa) Nm™2
Charge électrique Coulomb (C) As
Potentiel électrique Volt (V) kgm?A~Ts™3
Champ magnétique Tesla (T) kgA~Ts7?
Flux magnétique Weber (Wb) Tm?
Conductivité électrique | Siemens (S) A? kg’1 sSm™3
Résistance électrique Ohm (Q) kgm?A~—2s73
Capacité électrique Farad (F) A%s*kg Tm™2
Inductance Henry (H) kgm?A~2s72

A.2 Constantes

Constante

\ Symbole et valeur

Constante de gravitation

G=6,673x10" Tm3kg Ts2

Vitesse de la lumiere dans le vide

€=299792458ms !

Permittivité du vide

Ho=4rx 10" "Hm™ !

Perméabilité du vide

€0=28,85419x 107 2Fm™!

Constante de Boltzmann

kp=1,3807 x 10~ JK !

Constante de Planck

h=6,626x10 3451

Nombre d’Avogadro

N4 =6,022 x 1023 mol !

Charge élémentaire

e=1,602 x

107°C
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